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Neste trabalho, busca-se entender a definição de um metamaterial a fim de compreender os
materiais cujas superfı́cies de isofrequência possuem geometria hiperbólica. Assim, é apre-
sentada uma classificação dos materiais baseando-se nos sinais da permeabilidade magnética
e permissividade elétrica deles. Além disso, visando entender a dependência dessa última
em relação à frequência da onda incidente, é utilizado o modelo de Lorentz para estruturas
periódicas. Fundamentando-se nessa dependência, são explorados os possı́veis materiais para
a construção de metamateriais hiperbólicos em estrutura de super-rede em cada região do es-
pectro de frequências. Não restringindo o método de fabricação desses metamateriais às super-
redes, a estrutura de nanofios metálicos em dielétricos também é apontada como passı́vel de
apresentar superfı́cies de isofrequência hiperbólicas.

1 Introdução

Por mais que não existam restrições fı́sicas para que cer-
tos materiais existam, alguns nunca foram encontrados na
natureza. Outros, com propriedades particulares, são vis-
tos em estruturas naturais extremamente pontuais. A busca
pela sı́ntese desses materiais levou à gênese do termo ”me-
tamateriais”, em que o prefixo adicional introduz a ideia de
que esses esses materiais têm propriedades além das con-
vencionais.

Historicamente, em 1948, o pesquisador estaduni-
dense Winston Kock sugeriu a construção de uma lente
dielétrica mais leve produzida com base em um dielétrico
artificial[1]. Mesmo Kock tendo adentrado o campo dos
metamateriais mais cedo, o principal nome associado ao
tema é o do fı́sico russo Victor Veselago, que estudou, por
volta de 1967, materiais que hoje são conhecidos como
levógiros e, por vezes, levam seu nome, sendo chamados
de meios de Veselago[1].

Atualmente, alguns dos metamateriais que estão
atraindo a atenção de pesquisadores são os hiperbólicos.
A geometria aberta de suas superfı́cies de isofrequência
permite que ondas não suportadas no vácuo possam se
propagar por esses materiais. Normalmente, eles são sin-
tetizados em laboratório com o intuito de que haja maior
controle dos parâmetros, contudo, existem metamateriais
hiperbólicos naturais, como é o caso do grafite e do nitreto
de boro hexagonal (h-BN)[2].

Assim, os metamateriais hiperbólicos apresentam pro-
priedades eletromagnéticas extremamente interessantes de
serem estudadas.

2 Noções relacionadas aos metamateriais

2.1 Definição de metamaterial
É fato que uma quantidade satisfatória de materiais po-

dem ser sintetizados em laboratório, mesmo não sendo en-
contrados naturalmente, desde que não exista nenhum lei
fı́sica que impeça sua existência. Assim, diversas vezes
os metamateriais são definidos, sem excessivo rigor, pura-
mente como materiais com propriedades não encontradas
na natureza. Contudo, materiais com ı́ndice de refração ne-
gativo são de fundamental importância no campo do estudo
de metamateriais, sendo encontrados na superposição de
estruturas oculares de invertebrados, como lagostas e mari-
posas [3, 4]. Assim, uma definição mais precisa é dada por
Wenshan Cai e Vladimir Shalaev no livro ”Optical Meta-
materials - Fundamentals and Applications”[3], onde eles
definem um metameterial da seguinte maneira:

Um metamaterial é um material estruturado
artificialmente que obtém suas propriedades
a partir da estrutura da unidade, em vez dos
materiais constituintes. Um metamaterial tem
uma escala de não homogeneidade que é
muito menor do que o comprimento de onda
de interesse e sua resposta eletromagnética é
expressa em termos de parâmetros de material
homogeneizado. [3]

Dessa forma, utilizando o termo meta-átomos para se re-
ferir às componentes estruturais dos metamateriais, tem-
se que a distância entre os primeiros meta-átomos vizi-
nhos deve ser menor que o comprimento de onda incidente,
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fazendo com que o material possa ser tratado como ho-
mogêneo macroscopicamente.

Os metamateriais não estão fora do domı́nio de
explicação dado pelas equações de Maxwell. Uma onda
eletromagnética, ao atravessar um material, transfere parte
de sua energia para os constituintes dele. Assim, dipolos
excitados na estrutura atômica criam um campo local.
Nesse contexto, macroscopicamente, os campos inciden-
tes se relacionam com os auxiliares através dos tensores
de permissividade elétrica ε e permeabilidade magnética
µ segundo as equações de Maxwell e, fora da escala de
subcomprimento de onda, a radiação incidente não sente a
inomogeneidade da estrutura do metamaterial. Assim, glo-
balmente, as respostas médias gerais dadas pelo material
são descritas pelos parâmetros macroscópicos ε e µ .

2.2 Causalidade e dependência de ε em ω

É fundamental citar os efeitos de causalidade sobre a
permeabilidade e a permissividade do meio. A resposta
ao campo externo aplicado ~E sobre o material deve sur-
gir após a aplicação desse campo. Assim, há uma atraso
entre os campos de excitação e o irradiado, de maneira
que ε = ε(ω), em que ω é a frequência de ~E. No caso
de estruturas periódicas, isso pode ser entendido através do
modelo de Lorentz, que considera átomos como oscilado-
res harmônicos amortecidos forçados por ~E e com cons-
tante de mola kmola. Para elucidar a dependência entre ε e
ω , considera-se que o campo elétrico tenha a forma ~E =
E0e−iωt î. Dessa maneira, é possı́vel escrever a equação do
movimento para o j-ésimo elétron do sistema. Aqui, como
primeira aproximação, pensa-se o núcleo como fixo e se
usa que as restrições materiais do meio são lineares com a
velocidade, ou seja, que a força dissipativa sobre o elétron
é o produto entre seu deslocamento do equilı́brio e uma
constante b j.[5]

d2

dt2 X j = −γ j
d
dt

X j − ω
2
0 j

X j −
e
m

E0e−iωt (1)

Nessa equação do movimento, γ j := b j
m , ω2

0 j
:=

kmola j
m e

X j é o deslocamento complexo da posição de equilı́brio.

Figura 1. Modelo de Lorentz para estruturas periódicas sob in-
cidência de um campo elétrico[5]

.

Resolvendo a a equação diferencial (1), obtém-se X j.
Devido ao movimento dos elétrons, surgem momentos

de dipolo elétrico ~p j = −e ~X j e, consequentemente, uma
polarização no material. Supondo que ele seja composto
por N elétrons por unidade de volume e que f j seja a
fração de elétron com frequência natural ω0 j , é possı́vel
definir uma susceptibilidade elétrica complexa χ do ma-
terial. Assim, como χ = ε − ε0, obtém-se uma expressão
direta para a permissividade elétrica desse meio[5]:

χ =
Ne2

m ∑
j

f j

ω2
0 j
− ω2 − iγ jω

(2)

ε(ω) = ε0 −
Ne2

m ∑
j

f j

ω2
0 j
− ω2 − iγ jω

(3)

Esse modelo, aparentemente simplório, expressa a de-
pendência frequencial dos parâmetros macroscópicos e
expõe uma outra caracterı́stica importante dos modelos
matemáticos para muitos materiais: ε e µ não necessari-
amente estão restritos aos reais1. Essa dependência em ω é
fundamental em metamateriais hiperbólicos, por exemplo,
já que é por meio dela que os materiais que vão o compor
são escolhidos.

2.3 Classificação de metamateriais por meio de
ε e µ

Como o comportamento macroscópico de materiais em
resposta a campos externos é determinado por ε e µ ,
pode-se classificar os materiais segundo esses parâmetros.
Abaixo está o espaço de parâmetros da parte real de εr e
µr

2 (cujo r do sub-escrito foi omitido nos eixos).

Figura 2. Espaço de parâmetros para a parte real de εr e µr[3]

.

Por análise das propriedades eletromagnéticas dos mate-
riais, tem-se que:

1O tratamento mais realı́stico dessa extensão de ε a valores
complexos exige ferramentas mais avançadas, como as relações
de Kramers-Kronig para o cálculo de χ , que podem ser encontra-
das em [6].

2O r no sub-escrito indica que o parâmetro é relativo ao seu
valor no vácuo: εr := ε

ε0
e µr := µ

µ0
.
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r εr > 0 e µr > 0: Corresponde ao materiais convencio-
nais transparentes, onde a solução da equação de onda
para os campos externos ~E e ~B é oscilante.[3]r εr < 0 e µr > 0: O campo elétrico induzido dentro do
material tem sentido oposto ao do campo de excitação.
O ı́ndice de refração n :=

√
εµ do meio é puramente

imaginário, a solução da equação de onda para o campo
elétrico ~E decai exponencialmente e nenhuma onda
propagante é suportada nesse meio. Um exemplo de
material com esta propriedade são metais nobres em
frequências ópticas3[3].r εr > 0 e µr < 0: O comportamento neste caso é análogo
ao do caso anterior, porém, para o campo magnético no
lugar do elétrico. Aqui, também, nenhuma onda propa-
gante é suportada. Como exemplo de um material deste
tipo, tem-se meios ferromagnéticos perto de uma res-
sonância[3].r εr < 0 e µr < 0: Aqui, os valores negativos de perme-
abilidade e permissividade relativas produzem um com-
portamento especı́fico. No terceiro quadrante de domı́nio
dos parâmetros, n é real e o meio admite ondas propa-
gantes. Neste caso, por exemplo, o campo magnético
~H tem sentido oposto ao de ~B e a expressão para ~k ∼
~E × ~B = µ~E × ~H segue a regra da mão esquerda, carac-
terizando os chamados meios de Veselago[3, 7].

2.4 Nota histórica sobre os metamateriais
É importante desconstruir o imaginário de que metama-

teriais começaram a ser produzidos recentemente. O termo
é atual, contudo, sua fabricação já ocorria desde os pri-
meiros séculos depois de Cristo. Como exemplo, tem-se
a taça Lycurgus, feita de um vidro rubi com nanopartı́culas
de ouro. Quando há luz incidente sobre esse artefato, ele
pode ser visto como verde na luz refletida ou avermelhado
na luz que atravessa o vidro. Dessa maneira, sua coloração
depende da posição da fonte de luz branca e da posição do
observador.[3]

Figura 3. A Taça de Lycurgus vista (a) na luz refletida e (b) na
luz transmitida[3].

3Para a luz visı́vel, o espectro de frequências ópticas vai de
400T Hz a 700T Hz.

3 Metamateriais hiperbólicos

3.1 Definição de metamateriais hiperbólicos
Metamateriais hiperbólicos consistem em materiais com

extrema anisotropia e que combinam propriedades de
dielétrico transparente e metais reflexivos. Dessa maneira,
eles se comportam como dielétricos quando a luz os atra-
vessa em uma direção e como metais quando ela atravessa
na outra. Seu nome origina-se da forma que sua relação de
dispersão possui, que é hiperbólica.

Devido à isotropia do vácuo e usando que nele a dis-
persão é linear, a relação c = ‖~k‖ω é conhecida para uma
onda eletromagnética que se propaga nele como vetor
de onda ~k. Dessa forma, é perceptı́vel que as superfı́cies
de isofrequência dele são esféricas, seguindo a expressão
abaixo[8].

k2
x + k2

y + k2
z =

c2

ω2 (4)

No caso anisotrópico, as direções de propagação não são
equiprováveis e a esfera se deforma em um elipsoide. Nos
materiais em que a isotropia é quebrada, ε e µ são grande-
zas tensoriais que assumem forma matricial diagonal como
abaixo[2]:

ε =

εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz

 (5)

µ =

µx 0 0
0 µy 0
0 0 µz

 (6)

Considera-se um meio que possui ı́ndice de refração
diferente em um eixo4, chamado de eixo extraordinário,
sobre o qual incide uma onda eletromagnética. Nesse
meio, considerando o eixo extraordinário alinhado com
o eixo z, pode-se denotar ε‖ = εx = εy e µ‖ = µx = µy
para as componentes de ε e µ paralelas ao plano xy, res-
pectivamente. Analogamente, utiliza-se a notação ε⊥ = εz
e µ⊥ = µz para as componentes perpendiculares. Assu-
mindo que os campos elétrico e magnético sejam da forma
~E = ~E0ei(ωt−~k·~r) e ~H = ~H0ei(ωt−~k·~r) e que haja isotropia em
relação à µ (µ‖ = µ⊥ = 1), a equação de onda nesse meio
uniaxial é descrita por[2]:


kx(kxEx + kyEy + kzEz) = (k2 − k2

0ε⊥)Ex

ky(kxEx + kyEy + kzEz) = (k2 − k2
0ε⊥)Ey

kz(kxEx + kyEy + kzEz) = (k2 − k2
0ε⊥)Ez

(7)

Onde k0 é o vetor de onda no espaço livre (k2
0 = ω2/c2)

e kx, ky e kz correspondem às componentes x, y e z do ve-
tor de onda~k, de maneira que k2 = k2

x + k2
y + k2

z . Assim, a
relação de dispersão pode ser obtida através da solução do
sistema de equações (7), tendo a forma[2]:

4Esses meios são chamados uniaxiais.
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(k2
x + k2

y + k2
z − ε‖k

2
0)

(
k2

x + k2
y

ε⊥
+

kz

ε‖
− k2

0

)
= 0 (8)

O termo dentro do primeiro parêntese corresponde a
uma onda de polarização transversal-elétrica (TE) cujo
campo elétrico é perpendicular ao eixo extraordinário. Esse
termo corresponde a uma onda ordinária dentro do ma-
terial, ou seja, uma onda com mesma velocidade em to-
das as direções. Já o termo dentro do segundo parênteses
descreve uma onda com polarização transversal-magnética
(TM) em que o campo magnético está contido no plano xy.
Esse termo representa uma onda extraordinária, isto é, que
viaja com velocidade dependente da direção da propagação
dela no material[2].

3.2 Classificação dos metamateriais
hiperbólicos

Analisando (8), é perceptı́vel que, quando há intensa ani-
sotropia e ε⊥ · ε‖ < 0, a superfı́cie de isofrequências do
modo TM abre-se em um hiperboloide com eixo de sime-
tria kz. Esse hiperboloide pode se apresentar com apenas
uma folha ou com duas, caracterizando materiais chama-
dos do tipo I ou do tipo II:

r ε⊥ < 0; ε‖ > 0: Os modos TE e TM coexistem e as su-
perfı́cies de isofrequência do modo transversal-elétrico
são esfera. Já as superfı́cies de isofrequência do modo
TM são hiperboloides de duas folhas. Materiais com
essa propriedade são chamados de metamateriais hi-
perbólicos do tipo I ou metamateriais hiperbólicos do
tipo dielétrico. [2]r ε⊥ > 0; ε‖ < 0: O modo TE está ausente e as superfı́cies
de isofrequência do modo TM se abrem em hiperboloi-
des de uma folha. Os materiais com essa propriedade são
chamados de metamateriais hiperbólicos do tipo II ou
metamateriais hiperbólicos do tipo metal.[2]

Figura 4. Superfı́cies de isofrequência (a) para o modo TM (hi-
perboloide de duas folhas) e modo TE (esfera) de um material tipo
dielétrico e (b) para o modo TM de um material tipo metal[2].

A escolha dos termos “tipo dielétrico”ou “tipo me-
tal”não é ao acaso. Quando todas as componentes de ε

são positivas, o material é um dielétrico, enquanto, se to-
das forem positivas, ele é um metal. Assim, os materiais do
tipo II são mais reflexivos que os do tipo I, por exemplo,

já que possuem mais componente negativas da permeabili-
dade elétrica[3].

Em um limite teórico, esses materiais suportam ondas
com vetores de onda infinitamente grandes, já que as su-
perfı́cies de isofrequência deles não são fechadas. Dessa
maneira, ondas cuja magnitude de seu vetor de onda é
grande o suficientes para que elas sejam evanescentes e de-
caiam exponencialmente no vácuo são suportadas por esses
materiais[3].

Devido ao princı́pio de dualidade dos campos elétrico e
magnético5, a relação de dispersão para um meio com per-
missividade elétrica isotrópica (ε‖ = ε⊥ = 1) e µ⊥ · µ‖ <
0 é análoga a (8) e dada por[2]:

(k2
x + k2

y + k2
z − εµ‖k

2
0)

(
k2

x + k2
y

µ⊥
+

kz

µ‖
− εk2

0

)
= 0

(9)

3.3 Como sintetizar metamateriais hiperbólicos
Substancialmente, existem duas maneiras práticas de se

construir um metamaterial de dispersão hiperbólica: super-
redes e nanofios metálicos em um dielétrico.

3.3.1 Super-redes
A explicação do primeiro método para a construção de

metamateriais hiperbólicos utiliza, fortemente, a discussão
feita em 2.2, uma vez que a escolha dos materiais que irão
o compor depende do domı́nio de frequências em que se
quer trabalhar. As super-redes consistem em multicama-
das de pelı́culas finas de dielétricos e metais posiciona-
das alternadamente. A fim de manter a homogenização do
material quando tratado macroscopicamente, a espessura
das camadas deve ser muito menor do que o comprimento
de onda da onda incidente. Devido à mudança de sinal da
parte real de ε entre as interfaces das camadas, o efeito de
extrema anisotropia produz uma relação de dispersão hi-
perbólica[8].

Figura 5. (a) Esquema ilustrativo de metamaterial hiperbólico em
estrutura de multicamadas[2](modificado).

Como a permissividade elétrica depende da frequência
ω da onda viajante, no espectro do ultravioleta, os princi-
pais materiais escolhidos para constituir a super-rede são
ouro e prata junto à alumina (Al2O3). Para levar o espec-
tro para o visı́vel mantendo a hiperbolicidade da dispersão,

5O campo ~E é dual ao campo ~H. O artigo [9] explica esse
princı́pio de dualidade.
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precisa-se de um dielétrico de alto ı́ndice. Nesse contexto,
costuma-se utilizar dióxido de titânio (TiO2) e nitreto de
silı́cio (SiN). Já nas proximidades do infravermelho, é
inviável compensar as propriedades reflexivas do ouro e
da prata. Nesse caso, costuma-se utilizar nitretos de metais
de transição e óxidos condutores transparentes, uma vez
que possuem frequência de plasma6 menor. No infraverme-
lho médio, usa-se, como componentes metálicos, semicon-
dutores III-V dopados degenerativamente. Sua utilização
não é feita para frequências mais baixas porque a dopagem
pode dificultar o trabalho com os materiais em frequências
próximas ao infravermelho, sendo melhores para o infra-
vermelho médio. Já, para regiões de frequências da ordem
de T Hz, o mais comum é utilizar super-redes de camadas
de grafeno[8].

Tabela 1. Materiais utilizados para a construção de metamateriais
hiperbólicos em cada região do espectro de frequências[8]

.

Região do espectro Materiais
UV Au/Al2O3 e Ag/Al2O3

Visı́vel Au/TiO2 e Ag/TiO2
Próximo do IF TiN, ZrN, AZO, GZO e ITO

IF Médio InGaAs, AlInAs e SiC
THz Grafeno

3.3.2 Nanofios metálicos em dielétrico
Uma outra maneira de construir esses metamateriais é

não intercalar os metais e os dielétricos em camadas, mas
colocar fios de metais da ordem de nanômetros em um
dielétrico. O mais comum de se fazer em laboratórios é, no-
vamente, usar o ouro e a prata, mas agora cultivados em um
molde de alumina porosa. Esse tipo de metamaterial apre-
senta algumas vantagens em relação às super-redes, como
baixas perdas e alta transmissão, por exemplo.

Figura 6. (a) Esquema ilustrativo de nanorods de ouro em
alumina e (b) imagem microscópica dos nanorods de ouro
[10](modificado)

.

6Sumariamente, frequência de plasma é um parâmetro que de-
fine a partir de qual frequência o material é transparente.

4 Conclusão

Os metamateriais se caracterizam por apresentarem pro-
priedades encontradas em algumas ou nenhuma estrutura
especı́fica natural. A homogeneidade do tratamento ma-
croscópico dos fenômenos eletromagnéticos nesses mate-
riais é garantida devido ao fato da distância entre seus
componentes ser muito menor do que o comprimento
de onda da onda propagante. Dentre esses metamateri-
ais, os hiperbólicos destacam-se por se comportarem como
dielétricos em uma direção e como metais em uma direção
perpendicular a essa. Sua anisotropia extrema produz su-
perfı́cies de isofrequência hiperbólicas dentro de um inter-
valo de frequências. Isso permite que ondas evanescentes
no vácuo possam se propagar no material, uma vez que o
formato aberto do hiperboloide não coloca restrições so-
bre os possı́veis valores para a magnitude do vetor de onda
de uma onda com polarização transversal-magnética. Es-
ses materiais podem ser sintetizados utilizando, por exem-
plo, uma estrutura de multicamadas de dielétricos e metais
intercalados ou, então, nanofios metálicos em dielétricos.
[11]
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