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Introducao

» Cristais sdo os solidos mais estaveis;

> Pitdgoras e os cristais (V A.C.).
» Poliedros Regulares Convexos nos Elementos

N
om & EY
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Introducao

» Kepler, Poinsot e os poliedros estrelados (XVII D.C. - XIX).
» Teoria de Grupos é aplicada a cristalografia. (XIX D.C.).
» Max von Laue e os raios-X (1912).

» Abordagem por meio de grafos (1950).

Face: pentagram Face: pentagram Face: triangle Face: pentagon
Small stellated Great stellated Great Great
dodecahedron dodecahedron icosahedron dodecahedron
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Preliminares

» Dada uma relagdo de equivaléncia ~ sobre um conjunto X, definimos
0 espac¢o quociente de X por ~:

X/ ~={[a]|aeX}

O grande problema

Prove que:

RY /79 ~ T
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Preliminares

» Definimos o torus d-dimensional como:

T =S*AStA-..A St

d fatores
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Grupo Reticulado

» Seja B={a;}, i=1,2,---,d base de RY. Definimos o Grupo
Reticulado L como o grupo aditivo:

L::{k131+k232+"'+kdad|kl,kz,--‘,kdEZ}

L:={kai | keZ"i=1,2,- d}
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Grupo Reticulado

» [ atua em RY pela translacio:

X—=Xx+0 (0 € L,x € RY)

> Assim, L translada todos os pontos de R para o dominio
fundamental Dy:

Dy ={tiai+thax+ -+ tgag |0< t; < 1,i=1,2,--- ,d}
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Grupo Reticulado

» Todo ponto p em RY pode ser
visto como um vetor escrito da
forma:

p=>0_1(ki+r)aj

kicZ,rieRY i=1,2---,d
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Grupo Reticulado

» A representacdo de cada p em D; é linica?
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Grupo Reticulado

» A representacdo de cada p em D; é linica?

» Sim!
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Grupo Reticulado

» A representacdo de cada p em D; é linica?
> Sim!

» Todo ponto de R” possui representante em D;?
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Grupo Reticulado

» A representacdo de cada p em D; é linica?
> Sim!
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Grupo Reticulado

» A representacdo de cada p em D; é linica?
Sim!

Todo ponto de R” possui representante em D; 7?7
» Claro!

» Pela decomposiciode Rem Z: 0 <r; <1
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Grupo Reticulado

» Espaco 6rbita:

RY/L={ox|o € L,xecR?}

» RI/L é o conjunto das classes de equivaléncia sobre a relacio de
equivaléncia ~:

~ x~yex—y=ka  (Vx,yeRYY kezd)

RI/L={[x] | x~y, Vx,y € R}
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Grupo Reticulado

» RY/L tem estrutura de grupo aditivo:

L [x]+[yl =z e R"/L

2. (X +IvD) + [2] = [x]1 + (v + [2])
3. [0] = 0.x,

4. [-x]:=—kaai=[-x]+[x]=0
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Grupo Reticulado

> ]Rd/L tem estrutura de grupo quociente:
1. L é um grupo normal?
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Grupo Reticulado

> ]Rd/L tem estrutura de grupo quociente:
1. L é um grupo normal?

2. (Claro!) x+ o+ (—x)=0c€lL, ¥xeRI Vocl
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Grupo Reticulado

> ]Rd/L tem estrutura de grupo quociente:
1. L é um grupo normal?

2. (Claro!) x+ o+ (—x)=0c€lL, ¥xeRI Vocl

3. RY/L é o conjunto dos cosets de L em R9?
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Grupo Reticulado

> ]Rd/L tem estrutura de grupo quociente:
1. L é um grupo normal?

2. (Claro!) x+ o+ (—x)=0c€lL, ¥xeRI Vocl
3. RY/L é o conjunto dos cosets de L em R9?

4. (Sim!) x.0 € RY possui representante em D;, ¥ x € RY, ¥V o € L.
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Grupo Reticulado

Afirmacao

L é isomorfo aos inteiros n-dimensionais Z".

Prova:
Passo 1: Dado x € Z, existe ¢ :

¢: 79— 1L
k»—>k.a,-
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Grupo Reticulado

Tome kl, ky € Zd.

d(k1 + ko) = (ki + ko).a1 = ki.aj + ko.aj = (ki) + (ko)

® é homomorfismo linear entre Z9 e L.
Passo 2: Mostrar que ¢ é injetiva.
0 = ¢(k) — ¢(k) = d(k) + ¢(—k) = d(k — k) = ¢(0)
= ker $ =0

Logo, ¢ é injetiva.
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Grupo Reticulado

Tome ki, ko € Z9.

d(ki + ko) = (ki + ko).a1 = ki.aj + ko.aj = (ki) + (ko)

® é homomorfismo linear entre Z9 e L.

Passo 2: Mostrar que ¢ é sobrejetora.

Im & = {k.ai} = {i(k,-.a,-)} —

n=1

Logo, ¢ é sobrejetora.

s L~7d
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Grupo Reticulado

Torus bidimensional
» O que significa D;?

» Para d =2, D; é o espaco quociente de R? por Z:

R2/7% = {(x,y) e R?: 0 < x<1,0< y <1}
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Grupo Reticulado

Torus bidimensional

ﬁ'\m:’@

&

> Assim, D; é o espago quociente torus unidimensional.

Rd/Zd = Td ]
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Grupo Reticulado

» T herda propriedades de R :

1. Eum grupo abeliano com a soma herdada de R,
2. E uma variedade orientével.

3. Se L é o grupo gerado por a;, ap, -, as, s < d, entdo RY/L é o
cilindro de d-dimensional.
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Grupo Reticulado

Cilindro bidimensional

> Casos=1ed=2:

R/L =¢"

R¥L

» Generalizando:

C? =T AR
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Grupo Reticulado

» Dado Z' e a € Z, definimos:

Za={n€Z|n=ak, vV kel}

» Note que Za é subgrupo de Z™.

R?/Za = {(X,y,Z) [ x*+y? = M}
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Grupo Reticulado

Nanotubos de carbono

» R2/Za é modelo para
nanotubos de carbono.
» Material mais rigido;

» Semicondutores ao longo do
eixo tubular;

» Condutores balisticos ao
longo do eixo;

P |solantes térmicos na direcdo
contra-diretriz.
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Grupo Reticulado

Grupo Linear Geral
GL(n,C) = {M matriz n x n | det(M) # 0}
Grupo Unitério

U(n,C) = {M € GL(n,C) | M.M* = I}
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Grupo Reticulado

» Dado M € U(n,C):

¢: U C)—T
M s ei-det(M)

» ¢ é homomorfismo entre U(1,C) e T.

d(My + Mp) = el-{det(Mi)+det(Mo)}
— ol-det(My) i.det(Ma)

= ¢(My1).0(M2)
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Grupo Reticulado

» ¢ leva cada M € U(1,C) para o circulo unitrio no plano complexo.

e,-_g c T conjugado e_,-.e
[ef] € U(1,C) 22, [ei]
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Grupo Reticulado

» Tomando o torus unidimensional T sobre o corpo dos complexos
(C/Z).

» T é o grupo circular.
» E subgrupo de C*.

» T aparece na quebra espontinea de simetria (no Mecanismo de Higgs
e na quebra de simetria rotacional).

» Contém todas as raizes da unidade como subgrupo.

z
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Grafos

Grafo

Chamamos grafo o par ordenado de conjuntos X = (V/, E) tal que
VNE =02.

i: E=-VAV (mapa incidéncia)
l: E—E (mapa invers3o)

T VAV S VAV
(. y) = (v, %)

I(I(e)) = Ie I(e) # e i(l(e)) =7(i(e)) VeckE
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Grafos

» Arestas n3o orientadas:

> e~ (e)

» Elementos de E/Z,

E—V
E—V

(origem)
(término)
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Grafos

» Dados X; = (V1, E1) e Xo = (Vo, E2), Um morfismo £ : X1 — X5 é
uma correspondéncia entre os vértices e as arestas, preservando
relacdes de adjacéncia.

> f=(fv,fg)

f\/IVl—)Vg, fE:E1—>E2

> Se f é bijecdo, entdo f é isomorfismo.

Fh=(f" ")
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Grafos

> Se X; = X, f é isomorfismo chamado de automorfismo.

Aut(X) = {f : X — X | f é automorfismo}

» Aut(X) forma um grupo:
» Composta de bijecdo é bijecdo;

» Composicio de bijecdo é associativa;
» Identidade | = (v, Ig);

» Dado f, existe inversa.
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Grafos

» Um caminho em um grafo X é uma sequéncia de arestas direcionadas:

c=(e1,e...,en) t(e;) = o(ei+1)

» X = (V,E) é grafo conexo se, ¥V x,y € V,3 ¢ tal que o(c) = x e
t(c) =y.
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Grafos

> Um grupo G age sobre X quando um homomorfismo de G pertence a
Aut(X).

> Se G age sobre X sem inverter as arestas, temos os espacos Orbita
para as G-agOes:

EL=E/G Vi=V/G

» X; = (W4, E1) é chamado grafo quociente.
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Grafos

> X; é acdo do grupo reticulado gerado pelos dois vetores.

P> Rede colmeia é andlogo bidimensional da estrutura de um cristal de

diamante.

|d ‘ |d' ) |d
~C {Df/C Q’D-LC ~
la o

Rede Coméia

Cristal de Diamante
de Silicio

31/46



Grafos

Acdo sobre grafo

> X; é acdo do grupo reticulado gerado pelos trés vetores.

» Rede tipo grafite é modelo para rede de Lonsdaleite.

Rede Tipo Grafite Acdo de G X, Estrutura de Lonsdaleite
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Grupos de Homologia

» Definimos o grupo abeliano 0-cadeia como:

finite
Go(X,Z) =Y acx  (ax€Z)

xeVv

» Onde a, = 0, exceto para, finitamente, muitos x.

» Co(X,Z) segue as regras:

finite
ZaX.X:O@aX:Q VxevVv
xeVv
finite finite finite
Z ay.x = Z by.x = Z:(aX + by).x
xeV xeV xeV
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Grupos de Homologia

» Analogamente, definimos o grupo abeliano 1-cadeia como:

finite
G(X,Z) =) ace (a€Z)
ecE

» Onde /(e) = —e.

» Para manter unicidade da 1-cadeia, uma orientacdo deve ser fixada,

senao:
finite finite
Z —ae.e = G1(X,Z) = Z ay(e)-1(e)
ecE I(e)eE
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Grupos de Homologia

» Homomorfismo entre Co(X,Z) e Ci(X,Z) é operador bordo:

8 CL(X,Z) — Go(X,Z)

> Tal que d(e) = t(e) — o(e), e € E.
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Grupos de Homologia

» Definimos os primeiro grupo de homologia como:
Hi(X,Z) = ker 0 = {a € Gi(X,Z) | 0 = 0}
> Tal que:

a(ZQG.e):o:} Y 2= Y a

ecE eckE eckE
t(e)=x o(e)=x

> Para um grafo finito, se a. é intensidade da corrente elétrica, a
relacdo é a Lei dos Nos.
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Grupo de Recobrimento

> X =(V,E) e Xo = (Vo, Eo)
grafos conexos. A fungdo
w: X — Xp é mapa
recobrimento se: R

i. w:V — Vy é sobrejecio;

i VxeV,wlg: Ex— Eyux
é bijecdo.

Sl

(=000
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Grupo de Recobrimento

> A fibra sobre x € \ é:

wl(x)={y eV wly)=x}

> Se |w‘1‘ ¢ infinito para algum x € V{, entdo dizemos que w é dobra
infinita.
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Grupo de Recobrimento

» Seja w: X — Xp um recobrimento. Um automorfismo o de X é
transformac3do de recobrimento se:

Woo =w

» G(w) é o subgrupo dos Aut(X) das transformagdes de recobrimento.

X

X ——— Xo
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Grupo de Recobrimento

» Dados G e A grupos qualquer, dizemos que:

» G atua transitivamente em A se o espaco 6rbita A/G possui um dnico
elemento.

P G age livremente sobre A se g € G com g.x = x para algum x € A
tem que ser a identidade.

» G é simplesmente transitivo se atua livre e transitivamente sobre A.
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Definicao de Cristais Topoldgicos

Cristal Topolégico

Um cristal topoldgico X é um grafo com recobrimento regular de dobra
infinita sobre um grafo finito Xy, cujo grupo de transformacao de
recobrimento é abeliano e livre.

> X é chamado cristal sobre grafo-base Xj.

» O grupo de transformacdes de recobrimento L é chamado reticulado
de periodo abstrato.

» O grafo maximal de recobrimento abeliano sobre Xj é o cristal
topoldgico tal que L = H1(Xo,Z) (Cristal topolégico maximal).

» Se L~ 79 adimensiode X é dim X =d
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Cristais Topoldgicos

P> A rede cristalina no espa¢o é a imagem de ® de um cristal topoldgico
X em R3 tal que:

» ® leva arestas de X em segmentos do R3
> d(o.x) =P(x)+ 0, VoeLevértice x. (/)

» (/) expressa a natureza periédica do cristal topoldgico, sob a agdo de
transla¢do do grupo reticulado.
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Cristais Topoldgicos

Xo RZ/L

dg: Xo — R?/L

> A geometria (superficies) e a algebra (grupos) se encontrar para
estudar a rede cristalina.

43 /46



Simetria nos Cristais

» Cristais apresentam um simetria intrinseca do grupo reticulado

» Os bordos do cristais quebram a simetria espacial

» Cristal quebra a conservagdo do momento.
» Processo U e quasemomentum

» Cristais do tempo quebram conservacado local da energia
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Toshikazu Sunada

Professor emérito das Universidades de Meiji e de Tohoku
Estuda geometria espectral e andlise geométrica discreta
Autor do livro " Topological Crystallography: With a View Towards
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