
Algumas Aplicações de Teoria de Grupos à
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Introdução

I Cristais são os sólidos mais estáveis;

I Pitágoras e os cristais (V A.C.).
I Poliedros Regulares Convexos nos Elementos
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Introdução

I Kepler, Poinsot e os poliedros estrelados (XVII D.C. - XIX).

I Teoria de Grupos é aplicada à cristalografia. (XIX D.C.).

I Max von Laue e os raios-X (1912).

I Abordagem por meio de grafos (1950).
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Preliminares

I Dada uma relação de equivalência ∼ sobre um conjunto X , definimos
o espaço quociente de X por ∼:

X/ ∼:= {[a] | a ∈ X}

O grande problema

Prove que:

Rd/Zd ' Td
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Preliminares
Torus d-dimensional

I Definimos o torus d-dimensional como:

Td = S1 ∧ S1 ∧ · · · ∧ S1︸ ︷︷ ︸
d fatores
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Grupo Reticulado
Definição

I Seja B = {ai}, i = 1, 2, · · · , d base de Rd . Definimos o Grupo
Reticulado L como o grupo aditivo:

L := {k1a1 + k2a2 + · · ·+ kdad | k1, k2, · · · , kd ∈ Z}

L := {kai | k ∈ Zn, i = 1, 2, · · · , d}
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Grupo Reticulado
Ação de L sobre Rn

I L atua em Rd pela translação:

x 7→ x + σ (σ ∈ L, x ∈ Rd)

I Assim, L translada todos os pontos de Rd para o doḿınio
fundamental DL:

DL = {t1a1 + t2a2 + · · ·+ tdad | 0 ≤ ti < 1, i = 1, 2, · · · , d}

6 / 46



Grupo Reticulado
Ação de L sobre Rn

I Todo ponto p em Rd pode ser
visto como um vetor escrito da
forma:

p =
∑d

n=1(ki + ri )ai

ki ∈ Z, ri ∈ Rd , i = 1, 2, · · · , d
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Grupo Reticulado
Espaço Quociente

I A representação de cada p em DL é única?

I Sim!

I Todo ponto de Rn possui representante em DL?

I Claro!

I Pela decomposição de R em Z: 0 ≤ ri < 1
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Grupo Reticulado
Espaço Quociente

I Espaço órbita:

Rd/L = {σ.x | σ ∈ L, x ∈ Rd}

I Rd/L é o conjunto das classes de equivalência sobre a relação de
equivalência ∼:

∼: x ∼ y ⇔ x − y = k .ai (∀ x , y ∈ Rd ,∀ k ∈ Zd)

Rd/L = {[x ] | x ∼ y , ∀x , y ∈ Rd}
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Grupo Reticulado
Grupo Quociente

I Rd/L tem estrutura de grupo aditivo:

1. [x ] + [y ] = [z ] ∈ Rn/L

2. ([x ] + [y ]) + [z ] = [x ] + ([y ] + [z ])

3. [0] = 0.x ,

4. [−x ] := −k .ai ⇒ [−x ] + [x ] = 0
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Grupo Reticulado
Grupo Quociente

I Rd/L tem estrutura de grupo quociente:

1. L é um grupo normal?

2. (Claro!) x + σ + (−x) = σ ∈ L, ∀ x ∈ Rd , ∀ σ ∈ L.

3. Rd/L é o conjunto dos cosets de L em Rd?

4. (Sim!) x .σ ∈ Rd possui representante em DL, ∀ x ∈ Rd , ∀ σ ∈ L.
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Grupo Reticulado
Isomorfismo entre L e Z

Afirmação

L é isomorfo aos inteiros n-dimensionais Zn.

Prova:
Passo 1: Dado x ∈ Z, existe φ :

φ : Zd → L
k 7→ k.ai
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Grupo Reticulado
Isomorfismo entre L e Z

Tome k1, k2 ∈ Zd .

φ(k1 + k2) = (k1 + k2).a1 = k1.ai + k2.ai = φ(k1) + φ(k2)

φ é homomorfismo linear entre Zd e L.

Passo 2: Mostrar que φ é injetiva.

0 = φ(k)− φ(k) = φ(k) + φ(−k) = φ(k − k) = φ(0)

⇒ ker φ = 0

Logo, φ é injetiva.
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Grupo Reticulado
Isomorfismo entre L e Z

Tome k1, k2 ∈ Zd .

φ(k1 + k2) = (k1 + k2).a1 = k1.ai + k2.ai = φ(k1) + φ(k2)

φ é homomorfismo linear entre Zd e L.

Passo 2: Mostrar que φ é sobrejetora.

Im φ = {k.ai} =

{ d∑
n=1

(ki .ai )

}
= L

Logo, φ é sobrejetora.

∴ L ' Zd
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Grupo Reticulado
Torus bidimensional

I O que significa DL?

I Para d = 2, DL é o espaço quociente de R2 por Zd :

R2/Z2 = {(x , y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}
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Grupo Reticulado
Torus bidimensional

I Assim, DL é o espaço quociente torus unidimensional.

∴ Rd/Zd = Td
�
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Grupo Reticulado
Torus d-dimensional

I Td herda propriedades de Rd :

1. É um grupo abeliano com a soma herdada de Rd .

2. É uma variedade orientável.

3. Se L é o grupo gerado por a1, a2, · · · , as , s < d , então Rd/L é o
cilindro de d-dimensional.
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Grupo Reticulado
Cilindro bidimensional

I Caso s = 1 e d = 2:

I Generalizando:

Cd = Ts ∧ R(d−s)
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Grupo Reticulado
Subgrupo Za

I Dado Z+ e a ∈ Z, definimos:

Za := {n ∈ Z | n = a.k , ∀ k ∈ Z}

I Note que Za é subgrupo de Z+.

R2/Za =

{
(x , y , z) | x2 + y2 =

‖a‖
4π

}
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Grupo Reticulado
Nanotubos de carbono

I R2/Za é modelo para
nanotubos de carbono.
I Material mais ŕıgido;

I Semicondutores ao longo do
eixo tubular;

I Condutores baĺısticos ao
longo do eixo;

I Isolantes térmicos na direção
contra-diretriz.
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Grupo Reticulado
Grupos matriciais

Grupo Linear Geral

GL(n,C) = {M matriz n × n | det(M) 6= 0}

Grupo Unitário

U(n,C) = {M ∈ GL(n,C) | M.M∗ = I}
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Grupo Reticulado
Homomorfismo entre T e U(1,C)

I Dado M ∈ U(n,C):

φ : U(n,C)→ T
M 7→ e i .det(M)

I φ é homomorfismo entre U(1,C) e T.

φ(M1 + M2) = e i .{det(M1)+det(M2)}

= e i .det(M1).e i .det(M2)

= φ(M1).φ(M2)
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Grupo Reticulado
Homomorfismo entre T e U(1,C)

I φ leva cada M ∈ U(1,C) para o ćırculo unitário no plano complexo.

e i .θ ∈ T conjugado−−−−−−→ e−i .θ

[e i .θ] ∈ U(1,C)
adjunta−−−−−→ [e−i .θ]
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Grupo Reticulado
Grupo circular T

I Tomando o torus unidimensional T sobre o corpo dos complexos
(C/Z).

I T é o grupo circular.
I É subgrupo de C×.

I T aparece na quebra espontânea de simetria (no Mecanismo de Higgs
e na quebra de simetria rotacional).

I Contém todas as ráızes da unidade como subgrupo.
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Grafos
Definição de grafo

Grafo

Chamamos grafo o par ordenado de conjuntos X = (V ,E ) tal que
V ∩ E = ∅.

i : E → V ∧ V (mapa incidência)
l : E → E (mapa inversão)

τ : V ∧ V → V ∧ V
(x , y) 7→ (y , x)

l(l(e)) = IE l(e) 6= e i(l(e)) = τ(i(e)) ∀ e ∈ E
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Grafos
Definição de grafo

Assim: i(e) = (o(e), t(e))

o : E → V (origem)
t : E → V (término)

I Arestas não orientadas:

I e ' l(e)

I Elementos de E/Z2
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Grafos
Morfismo entre grafos

I Dados X1 = (V1,E1) e X2 = (V2,E2), Um morfismo f : X1 → X2 é
uma correspondência entre os vértices e as arestas, preservando
relações de adjacência.

I f = (fV , fE )

fV : V1 → V2, fE : E1 → E2

I Se f é bijeção, então f é isomorfismo.

f −1 = (f −1
V , f −1

E )

27 / 46



Grafos
Automorfismo

I Se X1 = X2, f é isomorfismo chamado de automorfismo.

Aut(X ) = {f : X → X | f é automorfismo}

I Aut(X ) forma um grupo:
I Composta de bijeção é bijeção;

I Composição de bijeção é associativa;

I Identidade I = (IV , IE );

I Dado f , existe inversa.
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Grafos
Caminho em um grafo

I Um caminho em um grafo X é uma sequência de arestas direcionadas:

c = (e1, e2, ..., en) t(ei ) = o(ei+1)

I X = (V ,E ) é grafo conexo se, ∀ x , y ∈ V , ∃ c tal que o(c) = x e
t(c) = y .
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Grafos
Ação sobre grafo

I Um grupo G age sobre X quando um homomorfismo de G pertence à
Aut(X ).

I Se G age sobre X sem inverter as arestas, temos os espaços órbita
para as G-ações:

E1 = E/G V1 = V /G

I X1 = (V1,E1) é chamado grafo quociente.
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Grafos
Ação sobre grafo

I X1 é ação do grupo reticulado gerado pelos dois vetores.

I Rede colmeia é análogo bidimensional da estrutura de um cristal de
diamante.
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Grafos
Ação sobre grafo

I X1 é ação do grupo reticulado gerado pelos três vetores.

I Rede tipo grafite é modelo para rede de Lonsdaleite.
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Grupos de Homologia
Grupo 0-Cadeia

I Definimos o grupo abeliano 0-cadeia como:

C0(X ,Z) =
finite∑
x∈V

ax .x (ax ∈ Z)

I Onde ax = 0, exceto para, finitamente, muitos x .

I C0(X ,Z) segue as regras:

finite∑
x∈V

ax .x = 0⇔ ax = 0, ∀ x ∈ V

finite∑
x∈V

ax .x ±
finite∑
x∈V

bx .x =
finite∑
x∈V

(ax ± bx).x
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Grupos de Homologia
Grupo 1-Cadeia

I Analogamente, definimos o grupo abeliano 1-cadeia como:

C1(X ,Z) =
finite∑
e∈E

ae .e (ae ∈ Z)

I Onde l(e) = −e.

I Para manter unicidade da 1-cadeia, uma orientação deve ser fixada,
senão:

finite∑
e∈E
−ae .e = C1(X ,Z) =

finite∑
l(e)∈E

al(e).l(e)
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Grupos de Homologia
Operador bordo

I Homomorfismo entre C0(X ,Z) e C1(X ,Z) é operador bordo:

∂ : C1(X ,Z)→ C0(X ,Z)

I Tal que ∂(e) = t(e)− o(e), e ∈ E .
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Grupos de Homologia
Primeiro Grupo de Homologia

I Definimos os primeiro grupo de homologia como:

H1(X ,Z) = ker ∂ = {α ∈ C1(X ,Z) | ∂α = 0}

I Tal que:

∂

(∑
e∈E

ae .e

)
= 0⇐⇒

∑
e∈E

t(e)=x

ae =
∑
e∈E

o(e)=x

ae

I Para um grafo finito, se ae é intensidade da corrente elétrica, a
relação é a Lei dos Nós.
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Grupo de Recobrimento
Mapa Recobrimento

I X = (V ,E ) e X0 = (V0,E0)
grafos conexos. A função
ω : X → X0 é mapa
recobrimento se:

i. ω : V → V0 é sobrejeção;

ii. ∀ x ∈ V , ω �Ex : Ex → E0,ω(x)

é bijeção.
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Grupo de Recobrimento
Fibra do Recobrimento

I A fibra sobre x ∈ V0 é:

ω−1(x) = {y ∈ V | ω(y) = x}

I Se
∣∣ω−1

∣∣ é infinito para algum x ∈ V0, então dizemos que ω é dobra
infinita.
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Grupo de Recobrimento
Grupo de Transformações de Recobrimento

I Seja ω : X → X0 um recobrimento. Um automorfismo σ de X é
transformação de recobrimento se:

ω ◦ σ = ω

I G (ω) é o subgrupo dos Aut(X ) das transformações de recobrimento.
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Grupo de Recobrimento
Ação livre e transitiva de grupos

I Dados G e A grupos qualquer, dizemos que:
I G atua transitivamente em A se o espaço órbita A/G possui um único

elemento.

I G age livremente sobre A se g ∈ G com g .x = x para algum x ∈ A
tem que ser a identidade.

I G é simplesmente transitivo se atua livre e transitivamente sobre A.
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Definição de Cristais Topológicos
Cristais Topológicos

Cristal Topológico

Um cristal topológico X é um grafo com recobrimento regular de dobra
infinita sobre um grafo finito X0, cujo grupo de transformação de
recobrimento é abeliano e livre.

I X é chamado cristal sobre grafo-base X0.

I O grupo de transformações de recobrimento L é chamado reticulado
de peŕıodo abstrato.

I O grafo maximal de recobrimento abeliano sobre X0 é o cristal
topológico tal que L = H1(X0,Z) (Cristal topológico maximal).

I Se L ' Zd , a dimensão de X é dim X = d
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Cristais Topológicos
Mas isso é teórico demais! Isso não existe!

I A rede cristalina no espaço é a imagem de Φ de um cristal topológico
X em R3 tal que:
I Φ leva arestas de X em segmentos do R3

I Φ(σ.x) = Φ(x) + σ, ∀ σ ∈ L e vértice x . (I )

I (I ) expressa a natureza periódica do cristal topológico, sob a ação de
translação do grupo reticulado.

42 / 46



Cristais Topológicos
Exemplo: Rede Favo de Mel

Φ0 : X0 → R2/L

I A geometria (superf́ıcies) e a álgebra (grupos) se encontrar para
estudar a rede cristalina.
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Simetria nos Cristais
Noether, cristais e a simetria

I Cristais apresentam um simetria intŕınseca do grupo reticulado

I Os bordos do cristais quebram a simetria espacial

I Cristal quebra a conservação do momento.
I Processo U e quasemomentum

I Cristais do tempo quebram conservação local da energia
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