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RESUMO

TRINDADE, G. R. De modelos estatísticos a α-conexões: um panorama geral da geometria
da informação. 2023. 137 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

Esse trabalho é uma apresentação sobre a geometria da informação, organizando-se como um
compilado de conceitos e resultados fundamentais da área, bem como aplicações em teoria de
informação quântica. Dito isso, é possível apresentar a geometria da informação entendendo-a
como a área que se utiliza de ferramentas da geometria diferencial, em especial da geometria
riemanniana, para resolver problemas advindos da estatística. Possuindo um caráter interdisci-
plinar que transpassa seu desenvolvimento histórico, ela interpreta modelos estatísticos como
variedades diferenciáveis, munindo-os de uma métrica riemanniana e de um campo tensorial
3-covariante, chamados, respectivamente, de métrica de Fisher e de tensor de Amari-Chentsov.
No contexto de geometria da informação finita, eles são os únicos campos tensoriais covari-
antes de rank 2 e 3 invariantes por morfismos de Markov induzidos por núcleos de Markov
congruentes. Além disso, dentre as famílias de distribuições de probabilidade, aquela constituída
pelas distribuições gaussianas apresenta uma métrica de Fisher com um formato conhecido e,
consequentemente, uma geometria familiar, sendo essa a geometria hiperbólica bidimensional.
Ademais, os modelos estatísticos podem ser munidos de uma família uniparamétrica de conexões,
chamadas de α-conexões, dentre as quais se destacam, especialmente no contexto finito, a cone-
xão mistura e a exponencial. Já partindo de uma variedade munida de uma métrica riemanniana g

e de um tensor 3-simétrico T , é possível induzir um par de conexões lineares livres de torção nela
e que se relacionam através de um enfraquecimento da noção de compatibilidade com a métrica,
chamadas de conexões duais uma a outra em relação a g. Elas, por sua vez, junto à métrica
riemanniana, induzem um tensor 3-simétrico na variedade. Então, por meio do estudo dessas
conexões, tem-se que a geometria que emerge da combinação de uma métrica riemanniana g

com duas conexões planas ∇ e ∇* duais uma a outra em relação a g é equivalente, ao menos
localmente, a uma única função convexa, onde essa convexidade é considerada em relação a um
sistema de coordenadas afim para uma das conexões duais. Outrossim, podendo ser aplicada à
teoria de informação quântica a fim de se obter limites de velocidade quânticos geométricos, a
geometria da informação conduz a generalizações do princípio de incerteza para a energia e o
tempo em sistemas quânticos, em que o análogo quântico da métrica de Fisher clássica produz
tais limites.

Palavras-chave: Geometria da informação, Métrica de Fisher, Tensor de Amari-Chentsov,
Modelos estatísticos, Estatística.





ABSTRACT

TRINDADE, G. R. From statistical models to α-connections: an overview of information
geometry. 2023. 137 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

This paper is a presentation on information geometry, organized as a compilation of funda-
mental concepts and results of the area, as well as applications in quantum information theory.
Nevertheless, it is possible to present the information geometry by regarding it as the area that
uses tools from differential geometry, especially from Riemannian geometry, to solve problems
arising from statistics. Possessing an interdisciplinary character that permeates its historical
development, it interprets statistical models as differentiable manifolds, providing them with
a Riemannian metric and a 3-covariant tensor field, called, respectively, Fisher metric and
Amari-Chentsov tensor. In the context of finite information geometry, they are the only covariant
tensor fields of rank 2 and 3 invariant by Markov morphisms induced by congruent Markov
kernels. Furthermore, among the families of probability distributions, the one formed by the
Gaussian distributions has Fisher metric with a known structure and, consequently, a familiar
geometry, which is the two-dimensional hyperbolic geometry. In addition, statistical models can
be equipped with a uniparametric family of connections, called α-connections, among which,
especially in the finite context, the mixed connection and the exponential connection stand out.
Moreover, starting with a manifold equipped with a Riemannian metric g and a 3-symmetric
tensor T , it is possible to induce a pair of torsion-free linear connections on it and that are related
by a weakening of the notion of compatibility with the metric; that are called dual connections
to each other with respect to g. They, in turn, together with the Riemannian metric, induce a
3-symmetric tensor on the manifold. Then, through the study of these connections, the geometry
that emerges from the combination of a Riemannian metric g with two flat connections ∇ and
∇* dual to each other with respect to g is equivalent, at least locally, to a single convex function,
where this convexity is considered with respect to an affine coordinate system for one of the dual
connections. Furthermore, being able to be applied to quantum information theory in order to
obtain geometric quantum speed limits, information geometry leads to generalizations of the
uncertainty principle for energy and time in quantum systems, where the quantum analog of the
metric of classical Fisher produces such limits.

Keywords: Information geometry, Fisher metric, Amari-Chentsov tensor, Statistical models,
Statistics.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

1.1 Precedentes históricos

Àqueles que se questionam sobre o que viria a ser a geometria da informação, ela pode ser
introduzida, em um primeiro contato, através de um panorama histórico de seu desenvolvimento,
visto que ela é uma área recente quando comparada a tantas outras tradicionais e consagradas
dentro e fora da geometria. De fato, a geometria da informação integra a ciência da informação,
que consiste em um termo genérico para se referir a um agrupamento de campos razoavelmente
correlacionados dentro de perspectivas científicas recentes, campos esses como, por exemplo,
aprendizado de máquina, estatística e teoria da informação (NIELSEN, 2022). Sendo assim, os
antecedentes da geometria da informação dialogam com os estudos estatísticos e se cruzam, em
especial, com os desenvolvimentos da teoria da informação, que compreende, grosso modo, os
sistemas de comunicação (ASH, 1990) e que surgiu a fim de lidar com problemas, essencialmente,
advindos da engenharia elétrica.

No estudo dos possíveis limitantes para a compressão e a transmissão de dados por um
canal1, imaginava-se que um aumento na taxa de transmissão de informação levava a um aumento,
também, na probabilidade de erro na saída do canal (COVER; THOMAS, 2006). Contudo, entre
as décadas de 1940 e 1950, o matemático estadunidense Claude Shannon demonstrou que esse
era um pressuposto falso (COVER; THOMAS, 2006), introduzindo os estudos do que chamou
de entropia de informação, em paralelo à entropia termodinâmica e que, atualmente, em sua
homenagem, recebe o nome de entropia de Shannon.

Para além da teoria de comunicação dentro da engenharia elétrica, os desenvolvimen-
tos da teoria da informação reverberaram em outras áreas, como na economia, por meio da
implementação de uma abordagem utilizando grandezas análogas à entropia para o estudo de
1 Por completude, é importante ressaltar que estamos chamando de “canal” um sistema que é constituído

de um conjunto de entrada, um conjunto de saída e uma matriz de probabilidade que expressa a
probabilidade de se observar uma saída específica dada uma entrada (COVER; THOMAS, 2006).
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séries de retorno em uma bolsa de valores; como na ciência da computação, através da busca
pelos algoritmos mais “simples”, o que se traduz matematicamente através da minimização da
complexidade de Kolmogorov e da complexidade computacional2; como na física, em que a
entropia de sistemas termodinâmicos se conecta com a entropia definida dentro da teoria da
informação; e como na estatística, uma vez que as principais grandezas da teoria da informação
podem ser interpretadas como funcionais de distribuições de probabilidade (COVER; THOMAS,
2006).

Previamente às produções de Shannon sobre a entropia de informação, ao estudar mo-
delos estatísticos sob a ótica da geometria riemanniana, o econometrista estadunidense Harold
Hotelling e o estatístico indiano estadunidense Calyampudi Rao desenvolveram trabalhos, res-
pectivamente, por volta de 1930 e 1945, que produziram o cerne3 do que hoje é conhecido como
geometria da informação (NIELSEN, 2022). Equipando os modelos estatísticos com um métrica
riemanniana específica, chamada de métrica de Fisher, cuja nomenclatura faz referência ao
orientador de doutorado de Rao, Ronald Fisher, o indiano estudou a relação entre as distâncias
geodésicas e problemas de teste de hipóteses (RAO, 2021; NIELSEN, 2022), derivando, assim,
a desigualdade de Cramér-Rao (AY et al., 2017), em voga na metrologia quântica (MAGNO,
2020). Em coordenadas, essa métrica coincide com a chamada matriz de informação de Fisher,
que possui estreita relação com a entropia de Shannon (AMARI; NAGAOKA, 2000).

Ademais, ao estudar uma maneira de mensurar a distinguibilidade entre distribuições
de probabilidade, o geofísico e estatístico inglês Harold Jeffreys introduziu, entre 1946 e 1948,
a divergência de Kullback-Leibler, que consiste em uma maneira de realizar essa medição.
Verificando, então, o comportamento dela sob aproximações locais infinitesimais, Jeffreys notou
que a matriz de informação de Fisher surgia para aproximações de segunda ordem (AY et al.,
2017).

Já na segunda metade do século XX, houve avanços importantes dentro dessa área
emergente, dando destaque aos trabalhos do matemático soviético Nikolai Chentsov4 que,
compartilhando da noção de que os problemas estatísticos poderiam ser interpretados como
problemas de decisão, repensou a abordagem geométrica até então utilizada para entender os
modelos estatísticos (NIELSEN, 2022). A partir de uma palestra realizada pelo também soviético
Andrey Kolmogorov em 1955, Chentsov desenvolveu uma conexão linear plana no espaço das
distribuições de probabilidade sobre um conjunto finito, chamada, posteriormente, de conexão
exponencial (AY et al., 2017). A partir disso, munindo modelos estatísticos de uma estrutura de

2 A complexidade de Kolmogorov de uma string de dados é definida como o comprimento do me-
nor programa de computador binário necessário para processar a string, enquanto a complexidade
computacional pode ser definida como o tempo de execução do programa (COVER; THOMAS, 2006).

3 Há discordâncias entre autores sobre quando, de fato, a geometria da informação se configurou como
campo de estudos. Para (AY et al., 2017), ela surge por volta de 1992, com a publicação em inglês de
“Information geometry of Boltzmann machines” (AMARI; KURATA; NAGAOKA, 1992).

4 Devido ao seu nome ser originalmente escrito usando o alfabeto cirílico, ele pode aparecer citado
como Chentsov, Čencov ou Cencov em textos redigidos utilizando o sistema de escrita latino.
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variedade diferenciável, ele estudou, em linhas gerais, como certas grandezas parametrizadas
variavam tanto por reparametrizações suaves quanto por certas funções especiais, chamadas de
estatísticas suficientes (NIELSEN, 2022). Diz-se então que, quando não há tais variações, essas
invariâncias, juntas, configuram o que é chamado de invariância estatística. Assim, durante sua
pesquisa, ele descobriu a existência de um campo tensorial covariante de rank 3 simétrico em
todas as suas entradas caracterizado pela invariância estatística (NIELSEN, 2022).

O interesse de Chentsov sobre invariâncias não se restringiu à descoberta desse campo
tensorial, mas o conduziu a provar uma importante caracterização para a métrica de Fisher em
um contexto de estatística sobre amostras finitas, resultado hoje conhecido como Teorema de
Chentsov e publicado, junto a outros de seus resultado, em “Statistical decision rules and optimal

inference” em 1972 (BAKHVALOV et al., 1994; CHENTSOV, 2000). Futuramente, caberia ao
matemático canadense L. Lorne Campbell estudar essa caracterização para a métrica de Fisher em
espaços de medidas positivas sobre uma amostra finita, o que resultaria, em 1986, na publicação
do artigo “An extended Čencov caracterization of the information metric” (CAMPBELL, 1986;
AY et al., 2017).

Em complemento a isso, podemos comentar que, dado que o termo “geometria da
informação” só foi cunhado em 1992, a área de estudos de Chentsov foi primeiramente chamada,
em russo, de algo semelhante, na língua inglesa, à “geometrostatistics”5, sendo traduzido para
o inglês como “geometrical statistics”, esse último, que pode ser transposto para o português
como “estatística geométrica” (NIELSEN, 2022).

Outrossim, a pesquisa acerca da conexão exponencial também se desenvolveu por
meio das análises de Bradley Efron, estatístico estadunidense que introduziu a nomenclatura
“curvatura estatística” para se referir, grosso modo, à segunda forma fundamental de subfamílias
de uma família estatística específica, denominada de família exponencial. Ele interpretou essas
subfamílias como subvariedades riemannianas de uma variedade diferenciável munida da métrica
de Fisher (AY et al., 2017). Em contato com Efron, o estatístico britânico Philip Dawid propôs
uma segunda conexão linear plana, atualmente chamada de conexão mistura, que, na teoria que
futuramente se desenvolveu, mostrou possuir uma intrínseca ligação com a conexão exponencial,
havendo uma certa relação de dualidade entre elas (NIELSEN, 2022).

Os estudos sobre dualidade dentro da geometria da informação desenvolveram-se, es-
pecialmente, a partir das empreitadas do matemático Shun-ichi Amari e do engenheiro Hiroshi
Nagaoka, ambos japoneses (AY et al., 2017). Primeiramente, Amari provou que, dada uma
conexão linear ∇ livre de torção em uma variedade riemanniana, existe uma segunda conexão
com essas mesmas características, chamada de dual de ∇ e representada por ∇*, tal que a conexão
de Levi-Civita da métrica escreve-se como a média dessas duas conexões (NIELSEN, 2022).

5 Optamos por não fazer a tradução do termo para o português devido ao fato de ele ser um neologismo
até mesmo no russo. Ele aparece em (Ченцов, НН, 1972), quando Chentsov afirma que o assunto
daquela monografia poderia ser descrito pela noção de “геометростатистика” (Ченцов, НН, 1972).
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Motivados por isso, Amari e Nagaoka introduziram a α-geometria, que consiste na geometria
que emerge de considerar duas conexões, ∇(α) e ∇(−α), duais uma a outra. Essa geometria foi
desenvolvida tomando α como sendo um número real, contudo, autores mais recentes, como os
de (AY et al., 2017), restringem α apenas ao intervalo simétrico [−1,1]. Convém mencionar que
a α-geometria, durante o início de seu desenvolvimento, refletia um aspecto próprio dos traba-
lhos dessa área na época, que era a premissa de que os modelos estatísticos, como variedades,
possuíam dimensão finita (AY et al., 2017). Os precursores de uma geometria da informação em
dimensão infinita foram Giovanni Pistone e Carlo Sempi, estatísticos italianos que, em 1995,
publicaram o trabalho “An infinite-dimensional structure on the space of all the probability

measures equivalent to a given one”, apresentando uma generalização para dimensão infinita de
resultados já conhecidos no contexto finito (AY et al., 2017; PISTONE; SEMPI, 1995).

Retrocedendo um pouco, antes dos resultados de Pistone e Sempi sobre geometria da
informação em dimensão infinita, o matemático dinamarquês Steffen Lauritzen apresentou
uma abordagem intrínseca para o estudo de variedades vinculadas a interpretações estatísticas.
Introduzindo uma estrutura geométrica nos espaço das distribuições de probabilidade sobre
um conjunto, essa estrutura pode ser induzida em modelos estatísticos entendendo-os como
subvariedades desse espaço maior. Esse é um tratamento extrínseco, comum nos primeiros
desenvolvimentos da área (AY et al., 2017). Em contrapartida, em 1987, Lauritzen definiu as
variedades estatísticas, que consistem em variedades diferenciáveis munidas de uma métrica
riemanniana e de um campo tensorial tal qual o descoberto por Chentsov (LAURITZEN, 1987).
Assim, a partir dessa definição, é possível induzir nessa variedade conexões ∇, ∇* duais.
Reciprocamente, por meio da introdução das conexões duais, pode-se obter uma estrutura
de variedade estatística para a variedade diferenciável (AY et al., 2017). Dessa forma, neste
tratamento intrínseco, é possível pensar uma dualidade não apenas entre conexões, mas entre
abordagens; entre aquela via dualismo desenvolvida especialmente por Amari e Nagaoka e esta
proposta por Lauritzen.

Portanto, em vista desta introdução histórica, é possível interpretar a geometria da infor-
mação, sumariamente, como a área da ciência da informação que aborda problemas relacionados
à estatística a partir de noções advindas da geometria diferencial (NIELSEN, 2022). Como
é possível observar através do que foi apresentado, essa concisa interpretação do que é esse
campo possui diversos desdobramentos, de maneira que o potencial de síntese dessa definição
é melhor compreendido dentro de um panorama, mesmo que pequeno, de evolução dessa área
interdisciplinar.

Como complemento ao que foi exposto, é importante salientar que a métrica de Fisher
exerceu função histórica importante, também, no desenvolvimento de trabalhos em segmentos
como genética populacional. No estudo de distribuições gaméticas de genótipos de uma popula-
ção diploide6, houve a busca pela métrica que deveria ser introduzida no espaço de distribuições,

6 Grosso modo, os gametas são as células sexuais de um organismo, carregando apenas uma cópia de
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de maneira que o gradiente, com respeito a essa métrica, da aptidão média7 correspondesse ao
que era esperado pela teoria8 (AKIN, 1979). Tal métrica, que consiste na métrica de Fisher, foi
proposta pelo matemático iraniano Siavash Shahshahani em 1979 (AKIN, 1979). Devido a isso,
é comum encontrar a métrica de Fisher sendo referida como métrica de Shahshahani no contexto
de genética populacional.

Além disso, é notável observar que, anteriormente aos trabalhos de Rao e Hotelling, já
se desenvolvia a geometria hiperbólica, proveniente, principalmente, das produções do russo
Nikolai Lobachevsky e das empreitadas do húngaro János Bolyai para resolver o Problema
das Paralelas (LEWIS, 1920). Sem uma conexão aparente entre esses dois campos de estudos,
a geometria hiperbólica e a geometria da informação interrelacionam-se por meio da métrica
de Fisher em espaços de distribuições normais. Neles, essa métrica coincide com a métrica
hiperbólica (AMARI; NAGAOKA, 2000), de maneira que conhecidos resultados de geometria
hiperbólica bidimensional podem ser vistos sob a óptica da geometria da informação.

Atualmente, diversos trabalhos têm sido desenvolvidos em geometria da informação,
especialmente inspirados pelas produções acadêmicas de Nihat Ay, Hông Vân Lê, Frank Nielsen
e Amari, autor da obra pioneira “Methods of Information Geometry” (AMARI; NAGAOKA,
2000). Teóricos de informação quântica e pesquisadores de aprendizado de máquina e de
algoritmos quânticos9, por exemplo, aprimoram e aplicam resultados da área, mantendo o caráter
transdisciplinar que perpassa a evolução desse campo de pesquisa.

1.2 Apresentação do trabalho

O objetivo principal deste trabalho é apresentar a geometria da informação, entendendo
sua origem e os principais resultados advindos de diferentes abordagens para ela e aplicações

cada cromossomo da espécie (INSTITUTE, 2023). Assim, uma população diploide é um conjunto
de indivíduos de uma mesma espécie, habitando o mesmo espaço geográfico, interagindo entre si e
com o meio e cujas células, majoritariamente, possuem cromossomos que se organizam em pares,
chamados de cromossomos homólogos (KLUNG et al., 2019). Já o genótipo de um indivíduo diz
respeito à totalidade do seu material genético (ELSTON; SATAGOPAN; SUN, 2012).

7 A aptidão de um tipo de indivíduo é a taxa de crescimento de uma população formada por esse tipo,
ou seja, ela é seu sucesso reprodutivo (BELL, 1997). Assim, a aptidão média de uma população é a
média das aptidões dos indivíduos que a constitui ponderada pela frequência de aparecimento desses
indivíduos nela.

8 Para ser mais preciso, pelo que era esperado pelo Teorema Fundamental da Seleção Natural de Fisher.
O detalhamento deste ponto foge ao escopo do trabalho. Para mais detalhes, veja (AKIN, 1979).

9 No sexto capítulo de (AY et al., 2017), há a apresentação de aplicações de geometria da informação em
campos de estudos distintos. Como exemplos de trabalhos envolvendo geometria da informação sob a
perspectiva da teoria de informação quântica, podemos citar (MAGNO, 2020) e (PIRES et al., 2016).
Ainda dentro dessa área, uma aplicação que vem ganhando notória atenção na comunidade acadêmica
diz respeito ao uso de métodos de geometria da informação em correção de erros (FIUSA; PINTO;
PIRES, 2023), assunto de alto interesse prático em computação quântica. Já no final de (NIELSEN,
2022), o autor expõe como a geometria da informação pode ser utilizada na abordagem típica de
aprendizado de máquina para minimização da função perda.
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no estudo de limites quânticos de velocidade. Assim, ele compreende desde o entendimento
de modelos estatísticos sob a perspectiva geométrica até os desdobramentos das diferentes
definições para uma família destacada de conexões lineares em espaços de distribuições de
probabilidade: a das α-conexões. Desse modo, este trabalho não parte da pretensão de esgotar
os conceitos que serão expostos, mas de motivar uma compreensão entre suas correlações e
como eles atuam como conectores entre diferentes áreas do conhecimento, em especial entre a
geometria riemanniana e a estatística.

Posto isso, uma vez que a geometria da informação encarrega-se de utilizar ferramentas
advindas da geometria diferencial, especialmente aquelas decorrentes da geometria riemanniana,
para resolver problemas de estatística, o conceito de distribuição de probabilidade é fundamental
para ela. Desse modo, dado um conjunto que constitui, em linguagem estatística, um espaço de
eventos, uma distribuição de probabilidade nele pode ser entendida como uma função positiva
semidefinida e normalizada partindo dele e tomando valores reais. Por meio dela, é possível
realizar, por exemplo, a estimativa de algum parâmetro utilizado na modelagem de um conjunto
de dados experimentais. Esse é um possível contexto de inserção dos modelos estatísticos.
No capítulo 2, eles serão apresentados como famílias S de distribuições de probabilidade pξ

parametrizadas por φ : ξ ∈ Ξ ⊂ Rn → S, ξ ↦→ pξ e que possuem uma latente estrutura de
variedade diferenciável. O tratamento que será dado a eles não é o mais geral, contudo é
suficiente para apresentar desenvolvimentos importantes da área, sobretudo aqueles de seu
início, no que configura os primeiros passos para uma interpretação intrínseca de variedades
riemannianas munidas de estruturas que refletem aspectos estatísticos, englobando, assim, os
principais exemplos de famílias de distribuições. Esse capítulo seguirá uma abordagem próxima à
apresentada em (AMARI; NAGAOKA, 2000), porém, trazendo aspectos recentes desenvolvidos
em (AY et al., 2017). A escolha por esse método de apresentação encontra subsídios para além da
escolha bibliográfica, uma vez que tratamentos modernos mais amplos utilizam-se de resultados
de análise em variedades de Banach, sendo esse um tópico à parte do projeto, que pode ser
contornado em uma primeira exposição e que não se coloca como essencial para o que será
apresentado.

Dessa maneira, interpretando modelos estatísticos como variedades diferenciáveis, é
possível introduzir uma métrica riemanniana neles, com o intuito, por exemplo, de medir
distinguibilidade entre distribuições de probabilidade deles. Dentre as possibilidades, uma
métrica destaca-se por sua relação com um objeto já conhecido dentro dos estudos de teste de
hipóteses: a matriz de informação de Fisher. Aparecendo quando há o interesse de se estimar,
através de um estimador ξ̂ , o valor de um parâmetro ξ referente a um conjunto de n medidas
independentes e igualmente distribuídas, a matriz de informação de Fisher G(ξ ) em ξ compõe
um limite inferior para a variância de ξ̂ , chamada de cota de Cramér-Rao, de maneira que

Varξ

[
ξ̂

]
≥

(
Eξ

[
ξ̂ (x)

]′)2

nG(ξ )
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é denominada de desigualdade de Cramér-Rao (MAGNO, 2020). Quando G(ξ ) é positiva
definida, ela corresponde à matriz de uma métrica riemanniana escrita na base referente ao
sistema de coordenadas φ , sendo essa a métrica de Fisher. Em um modelo S, ela é expressa como

g(ξ )(X ,Y ) = Eξ

[(
∂`ξ

∂X

)(
∂`ξ

∂Y

)]
para todo ξ ∈ Ξ e para todos X ,Y ∈ Tφ(ξ )S, onde `ξ := ln pξ (AMARI; NAGAOKA, 2000). Essa
é uma métrica que, no modelo {N (µ,σ)} das distribuições gaussianas, induz uma consagrada
geometria. Considerando esse modelo como aquele tomado sobre R composto pelas distribuições
da forma

p(x;(µ,σ)) =
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2

parametrizadas por elementos do semiplano superior

Ξ = {(µ,σ) | −∞ < µ < ∞, 0 < σ < ∞},

a matriz de informação de Fisher de {N (µ,σ)} é g = 2gH2 , onde gH2 é a métrica hiperbólica
do modelo do Plano de Lobachevsky escrita em coordenadas retangulares, de forma que a
geometria do espaço das distribuições gaussianas, na perspectiva da geometria da informação, é
basicamente hiperbólica bidimensional.

Ademais, a métrica de Fisher não é o único campo tensorial importante nos modelos
estatísticos do ponto de vista da geometria da informação. Sua versão de rank 3 possuiu grande
relevância nos estudos de Chentsov. Sendo chamado de tensor de Amari-Chentsov ou tensor
3-simétrico, ele consiste no campo tensorial 3-covariante simétrico em todas as suas entradas e
dado por

T (ξ )(X ,Y,Z) = Eξ

[(
∂`ξ

∂X

)(
∂`ξ

∂Y

)(
∂`ξ

∂Z

)]
para todo ξ ∈ Ξ e para todo X ,Y,Z ∈ Tφ(ξ )S (AY et al., 2017). Os trabalhos de Chentsov também
propunham um rompimento com a noção em uso na época de que a conexão de Levi-Civita
da métrica de Fisher era a mais adequada para se estudar modelos estatísticos. Essa ideia
reverberou nos trabalhos de Amari e Nagaoka, que estabeleceram as α-conexões: uma família
uniparamétrica de conexões lineares em S parametrizadas por α ∈ [−1,1] e cujos símbolos de
Christoffel no sistema de coordenadas φ da parametrização são dados por

Γi jk(ξ ) = Eξ

[(
∂i∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
+

1−α

2
Eξ

[(
∂i`ξ

)(
∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
,

onde ∂i são os campos canônicos do sistema de coordenadas (AY et al., 2017). Essas conexões
são livres de torção e contemplam a conexão de Levi-Civita, obtida quando α = 0. Do ponto
de vista da estatística, essas conexões permitem medir a dissimilaridade entre distribuições de
probabilidade de um modelo. Assim, através de uma mudança na noção de distância riemanniana,
as compreensões geométricas decorrentes de ∇(α) podem ser adaptadas de acordo com o modelo
estatístico analisado.
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Feita, então, essa apresentação sobre os modelos estatísticos, que parte de uma perspectiva
intrínseca de análise geométrica deles, no capítulo 3 será exposta uma abordagem extrínseca
para variedades no contexto de geometria da informação finita. Assim, os espaços de parâmetro
serão considerados como mergulhados em espaços de medida de dimensão finita, de maneira
que a geometria deles é definida a partir desses mergulhos. Essa abordagem, transposta ao caso
em que os espaços de medida têm dimensão infinita, conduz a dificuldades matemáticas que a
geometria riemanniana, por si só, não resolve facilmente, precisando aliar-se à análise funcional.
Devido a isso, optamos por apresentar apenas o caso finito, uma vez que há diversos ganhos
advindos de uma abordagem extrínseca já nesse caso e que devem ser destacados, como, por
exemplo, o uso de estruturas majoritariamente algébricas para induzir a geometria.

Desse modo, partindo de um conjunto finito não vazio X de cardinalidade n+1, consi-
deraremos

F (X ) : a álgebra de funções de X a R,

S (X ) : o espaço dual de F (X ),

BF (X ) : a base canônica de F (X ), denotada por {e1, . . . ,en+1},

BS (X ) : a base dual de BF (X ), denotada por {δ
1, . . . ,δ n+1}.

Como os elementos de S (X ) podem ser interpretados como medidas assinadas sobre a σ -
álgebra discreta de X , podemos definir a variedade de medidas finitas positivas sobre X e a
variedade de medidas de probabilidade positivas sobre X , respectivamente dadas por

M+(X ) :=

{
µ =

n+1

∑
i=1

µiδ
i ∈ S (X )

∣∣∣∣∣ µi > 0, i = 1, . . . ,n+1

}
,

P+(X ) :=

{
ξ =

n+1

∑
i=1

ξiδ
i ∈ M+(X )

∣∣∣∣∣ n+1

∑
i=1

ξi = 1

}
.

Assim, em M+(X ), é plausível definirmos a métrica de Fisher em µ = ∑
n+1
i=1 µiδ

i ∈ M+(X )

como

g(µ)(A,B) :=
n+1

∑
i=1

ai

µi

bi

µi
µi

para todo A=
(
µ,∑n+1

i=1 aiδ
i) , B=

(
µ,∑n+1

i=1 biδ
i)∈ TµM+(X ) = {µ}×S (X ), onde a última

igualdade é a menos de isomorfismos (AY et al., 2017). Já a métrica de Fisher em P+(X )

é definida como a métrica induzida de (M+(X ),g) na subvariedade P+(X ), métrica essa
também denotada por g.

Um ponto a se destacar é que (P+(X ),g) é isométrico ao setor esférico

S2,+(X ) :=

{
f ∈ F (X )

∣∣∣∣∣ f (xi)> 0, i = 1,2, . . . ,n+1, ∑
i∈I

f (xi)
2 = 4

}
⊂ F (X )
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munido da métrica redonda, ou seja, da métrica induzida pela métrica euclidiana em F (X )

(AY et al., 2017). Além disso, mostraremos que essa métrica é a única (a menos de redimensio-
namento) preservada por morfismos de Markov induzidos por núcleos de Markov congruentes,
ou seja e grosso modo, por mapas da forma

K* : P(X )→ P(X ′),

com X e X ′ sendo conjuntos finitos não vazios tais que |X | ≤ |X ′| e

P(X ) :=

{
ξ ∈ S (X )

∣∣∣∣∣ξi ≥ 0,
n+1

∑
i=1

ξi = 1

}
sendo o conjunto das medidas não negativas e normalizadas sobre X (AY et al., 2017). Esse
resultado é conhecido como Teorema de Caracterização de Chentsov, por vezes descrito como
a métrica de Fisher ser a única métrica em P+(X ) preservada por estatísticas chamadas de
suficientes.

Ademais, duas conexões lineares destacam-se, em especial, no contexto de geometria da
informação finita. São elas a conexão mistura ∇̃(m) e a conexão exponencial ∇̃(e). Dados dois
campos de vetores A,B em M+(X ) e dada γ : (−ε,ε)→ M+(X ) uma curva suave tal que
γ(0) = µ e γ̇(0) = aµ , com A(µ) = (µ,aµ), essas conexões são definidas em termos de

∂b
∂aµ

(µ) := lim
t→0

1
t

(
bγ(t)−bµ

)
.

Assim, sendo X(M+(X )) o conjunto dos campos de vetores suaves em M+(X ),

∇̃
(m,e) : X(M+(X ))×X(M+(X ))−→ X(M+(X ))

(A,B) ↦−→ ∇̃
(m,e)
A B,

onde

∇̃
(m)
A B(µ) =

(
µ,

∂b
∂aµ

(µ)

)
, ∇̃

(e)
A B(µ) =

(
µ,

∂b
∂aµ

(µ)−
n+1

∑
i=1

aµibµi

µi

)
.

Essas conexões, por mais que estejam definidas em M+(X ), podem ser induzidas em
P+(X ), produzindo as conexões lineares ∇(m) e ∇(e) (AY et al., 2017). Além disso, elas podem
ser utilizadas para definir o tensor de Amari-Chentsov tanto em M+(X ) quanto em P+(X ),
sendo esse uma versão de rank 3 da métrica de Fisher e definido, neste contexto, como

T (η)(A,B,C) := g(η)
(

∇̂
(m)
A B(η)− ∇̂

(e)
A B(η),C(η)

)
,

no caso de M+(X ), para todo η ∈ M+(X ), para todo A,B,C ∈ X(M+(X )) e ∇̂ = ∇̃ e, no
caso de P+(X ), para todo η ∈ P+(X ), para todo A,B,C ∈ X(P+(X )) e ∇̂ = ∇. Dada sua
origem próxima da métrica de Fisher, o tensor de Amari-Chentsov apresenta a mesma invariância
por morfismo de Markov que ela, uma característica que não é observada para campos tensoriais
n-covariantes em P+(X ) para n ≥ 4.
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As conexões mistura e exponencial, para além de permitirem definir o tensor de Amari-
Chentsov, ao mesmo tempo que definem uma família uniparamétrica de conexões lineares em
M+(X ) e em P+(X ), elas se colocam como casos especiais dela. Chamada de família das
α-conexões, os elementos que a compõem são da forma

∇̂
(α) :=

1−α

2
∇̂
(m)+

1+α

2
∇̂
(e),

onde α ∈ [−1,1] e

∇̂
(α) =

{
∇̃(α) em M+(X ),

∇(α) em P+(X ).

Desse modo, é possível observar que ∇̂(−1,1) = ∇̂(m,e). Assim, da mesma maneira que concluímos
o capítulo 2 tratando de uma abordagem intrínseca para os modelos estatísticos, finalizaremos o
capítulo 3 estudando a geometria que emerge dessas α-conexões em geometria da informação
finita dentro de um tratamento extrínseco.

Já no capítulo 4, seguindo as ideias desenvolvidas, especialmente, por Amari, Nagaoka
e Lauritzen, estudaremos a geometria da informação partindo, não necessariamente, de um
modelo estatístico, mas já de um objeto geométrico: uma variedade riemanniana. Podendo ser
entendido como um complemento a 2, a escolha de apresentar esse capítulo como o último
deste trabalho sustenta-se em uma construção do texto baseada na profundidade matemática
dos resultados presentes em cada capítulo, sempre havendo o cuidado de manter uma coerência
entre eles. Dessa maneira, em 4, dedicaremos nossa atenção às conexões duais em relação a uma
métrica riemanniana g em uma variedade diferenciável M. Grosso modo, sua definição pode ser
entendida como um enfraquecimento da noção de compatibilidade com a métrica g, de maneira
que ∇ e ∇* são ditas duais com respeito a g se, para todo A,B,C ∈ X(M),

Cg(A,B) = g(∇CA,B)+g(A,∇*
CB).

Então, (g,∇,∇*) é chamada de uma estrutura dualística em M (NIELSEN, 2020). Para além
disso, as conexões ∇ e ∇*, quando livres de torção, permitem a definição de um campo tensorial
3-covariante simétrico em todas as suas entradas e dado por

T := g(∇*−∇, ·),

de maneira que (g,T ) é chamado de estrutura estatística em M (AY et al., 2017). Da forma
como foi colocado, entende-se que (g,∇,∇*), com ∇,∇* livres de torção, induz uma estrutura
estatística, contudo, mostraremos que a recíproca também é verdadeira: (g,T ) produz uma
estrutura dualística cujas conexões duais são livres de torção. Mais do que isso, ela define
uma família de conexões lineares na variedade parametrizadas por α ∈ [−1,1], que são as já
citadas α-conexões, entretanto, definidas para g sendo uma métrica riemanniana arbitrária. Essas
α-conexões são escritas, em termos de (g,T ) e para todo A,B,C ∈ X(M), como

∇
(α)
A B := ∇

(0)
A B− α

2
H (A,B), g(H (A,B),C) = T (A,B,C),
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onde ∇(0) é a conexão de Levi-Civita de g.

Apresentadas, então, as α-conexões definidas para uma métrica riemanniana qualquer,
passaremos, por fim, a estudar, em 4, a geometria da informação plana. Para motivar tal estudo,
veremos duas classes de famílias de distribuições de probabilidade: a das exponenciais e a das
mistura. Sendo, respectivamente, ∇(1) e ∇(−1) conexões planas nelas, a geometria dessas famílias,
vista quando g é a métrica de Fisher, pode ser descrita em termos de estruturas hessianas, isto é,
de uma conexão plana e de uma métrica que, localmente, escreve-se como a hessiana de uma
função suave. Assim, por meio dessa motivação, mostraremos que, dada (g,∇,∇*) uma estrutura
dualmente plana em M, ou seja, uma métrica riemanniana em M junto a duas conexões planas
duais, e, dado um sistema de coordenadas afim para cada uma das conexões, é possível encontrar
duas funções estritamente convexas ψ,ϕ : M → R tais que g e g−1 escrevem-se como a hessiana
dessa funções em relação aos sistemas afim. Na realidade, ψ e ϕ conectam-se através de um
transformada de Legendre que, intuitivamente, descreve o formato de cada uma dessas função em
termos da outra e dos sistemas de coordenadas. Assim, uma estrutura dualmente plana (g,∇,∇*)

em M define uma função ψ com as propriedades que foram citadas. Por outro lado, mostraremos
que a contrapartida também é verdadeira, de forma que uma (g,∇,∇*) é, localmente, equivalente
à informação de uma única função convexa ψ , de maneira que a geometria que emerge da
estrutura dualmente plana (g,∇,∇*) pode ser observada em termos de ψ .

Por fim, no capítulo 5, seguindo o que é exposto no artigo de revisão (PIRES et al., 2016),
apresentaremos uma aplicação da geometria da informação na busca por limites quânticos de
velocidade, referidos pela sigla QSLs e que são interpretados como princípios de incerteza para o
tempo e a energia dentro do contexto de sistemas quânticos. Assim, no estudo de distinguibilidade
entre dois estados de um sistema através do uso de modelos estatísticos, a inserção de uma
métrica riemanniana nesses modelos conduz à utilização de comprimentos geodésicos com
respeito à conexão de Levi-Civita desse métrica para produzir QSLs geométricos. Dessa maneira,
considerando D(H ) o espaço de operadores densidade sobre o espaço de Hilbert H associado
a um dado sistema quântico, existe uma família de métricas riemannianas g f em D(H ) cujos
elementos apresentam propriedades físicas desejáveis para distinguibilidade de densidades.
Associadas univocamente a funções f : (0,+∞)→ (0,+∞) específicas, chamadas de funções de
Morozova-Chentsov, essas métricas são contrativas sob mapas semipositivos que preservam traço.
Entre elas, encontra-se a métrica de Fisher quântica, que consiste em um análogo quântico da
métrica de Fisher clássica apresentada no capítulo 2. Além disso, os elementos de comprimento
quadrático induzidos por essas métricas entre dois operadores densidade vizinhos ρ e ρ +dρ

são da forma

ds2 =
1
4

 n

∑
j=1

(⟨ j|dρ| j⟩)2

p j
+2

n

∑
j,l=1
j<l

1
pl f (p j/pl)

|⟨ j|dρ|l⟩|2

 ,
onde ρ = ∑

n
j=1 p j| j⟩⟨ j|, com 0 < p j ≤ 1 para todo j = 1, . . . ,n e ∑

n
j=1 p j = 1, é a decomposição
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espectral de ρ e onde facilmente identifica-se o primeiro termo dentro do colchete como a
informação de Fisher clássica em ρ .

Então, sendo ξ um r-parâmetro que determina a evolução ρξ de ρ0, dadas duas dinâmicas
ρξI e ρξF dessa forma, podemos considerar uma mudança analítica do parâmetro ξI para ξF ,
determinando, assim, uma curva α em D(H ) ligando ρξI e ρξF . Sendo, então, τ o tempo de
evolução de ρ0, podemos tomar a parametrização t ∈ [0,τ] ↦→ ξ (t) tal que ξ (0) = ξI e ξ (τ) = ξF .
Com D(H ) munida de uma métrica g f sob a hipótese de que

(
D(H ),g f ) é geodesicamente

completa, o comprimento L f (ρ0,ρτ) da geodésica minimizante ligando ρ0 ao estado final ρτ é
um limitante inferior para o comprimento `

f
α (ρ0,ρτ) da curva α de evolução do estado ρ0 a ρτ ,

isto é,

L f (ρ0,ρτ)≤ `
f
α (ρ0,ρτ) .

Essa expressão pode ser interpretada como um QSL geométrico, contudo, o cálculo de compri-
mentos geodésicos é um processo difícil em diversos casos. Suas expressões são conhecidas
apenas para o caso da métrica de Fisher quântica e da métrica de Wigner-Yanase, essa última
obtida por meio da função de Morozova-Chentsov

fWY (t) =
(
√

t +1)2

4
.

Assim, estudaremos a qualidade dos QSLs gerados por essas duas métricas em três dinâmicas:
unitária, não unitária com um canal de defasagem paralela e não unitária com um canal de
amortecimento de amplitude.

No primeiro caso, quando nos atemos às situações em que ρ0 comuta com ρτ , em termos
da variância média do hamiltoniano que evolui ρ0, a métrica de Fisher quântica gQF produz
QSLs mais apertados que a métrica gWY de Wigner-Yanase, fenômeno que não se observa de
forma tão geral no caso de sistemas abertos. Observando uma evolução tal como essa no contexto
de um único qubit, mas na qual foi introduzido um canal de defasagem paralela, o que se nota é
que, em regimes de baixa frequência, gWY produz QSLs tão melhores que os obtidos por gQF

quanto os estados iniciais estejam próximos de |0⟩ e |1⟩ na esfera de Bloch. Por fim, no caso
desse mesmo qubit, mas trocando esse canal por um canal de amortecimento de amplitude, os
QSLs obtidos por meio da métrica de Wigner-Yanase são quase saturados em toda a esfera de
Bloch, enquanto que os QSLs advindo da métrica de Fisher quântica quase se saturam apenas
nas proximidades de |0⟩. Logo, o análogo quântico da métrica de Fisher clássica mostra-se como
um bom gerador de QSLs quando comparado com gWY no caso unitário, enquanto que sistemas
mais realísticos priorizam a métrica de Wigner-Yanase para produzir melhores limitantes para o
tempo de evolução τ .

É importante pontuar que a escrita deste trabalho pressupõe conhecimentos básicos
de geometria riemanniana, estatística e teoria da medida. Quando for considerado necessário
apresentar alguma definição ou resultado dessas áreas, isso será feito, mesmo que algumas vezes
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em notas de rodapé ou sem os demonstrar, dado que os abordar no contexto mais geral foge ao
escopo deste trabalho.

1.3 Convenções e notações utilizadas
Neste trabalho, utilizamos algumas notações já bem estabelecidas nas literaturas de

matemática, contudo, por completude e melhor compreensão do texto, decidimos as especificar
aqui:

∙ Z≥0: conjunto dos números inteiros não negativos;

∙ X(M): conjunto dos campos de vetores suaves na variedade diferenciável M;

∙ Eξ [ f ]: média de f sobre seu domínio, com ξ elemento de parametrização dela;

∙ Ln(X ): conjunto das funções f : X →R mensuráveis tais que | f |n é Lebesgue integrável
sobre o conjunto10 X , onde n ∈ [1,+∞).

Além disso, diversas vezes aparecerão os conjuntos {1,2, . . . ,n} e {1,2, . . . ,n+1}, de
maneira que é razoável os denotar por J e I, respectivamente, a fim de manter a notação mais
sucinta. Ainda sobre questões de nomenclatura, durante este trabalho, quando dissermos que uma
conexão linear está definida em uma variedade M, entende-se que ela está definida no fibrado
tangente de M. Já tratando de tensores, não faremos uso de espaçamentos vazios nos subíndices
e nos superíndices, de maneira que, por exemplo, T j

i k será escrito como T j
ik.

Por fim, é importante pontuar que todas as funções que serão utilizadas no decorrer dos
desenvolvimentos aqui presentes são suaves e mensuráveis, mesmo que isso não seja citado ou
que a σ -álgebra esteja subentendida.

10 Por mais que Ln seja sucintamente apresentado assim, formalmente, dado (X ,X ,µ) espaço de medida
e n ∈ [1,+∞), Ln(X ) é o conjunto de todas as classes de µ-equivalência de funções X-mensuráveis a
valores reais f que têm integral de | f |n finita sobre X e com respeito a µ (BARTLE, 1995).
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CAPÍTULO

2
MODELOS ESTATÍSTICOS: UMA

APRESENTAÇÃO NA PERSPECTIVA DA
GEOMETRIA RIEMANNIANA

2.1 Modelos estatísticos

Historicamente, o caráter probabilístico de determinados experimentos foi objeto de
discussão entre cientistas. Suponha a realização de um experimento em que se obtém um conjunto
finito de dados a partir do qual se quer averiguar certos aspectos de uma teoria. Devido aos limites
experimentais impostos pela realidade, a análise desses dados utiliza-se de maneira central do
conceito de probabilidade. Contudo, os debates desse caráter probabilístico não se restringiram
apenas à forma de realização do experimento, mas à própria teoria. Exemplo disso foram as
discordâncias existentes durante a unificação das descrições corpuscular e ondulatória da matéria
e da radiação, nos primórdios da mecânica quântica, no que remonta à primeira metade do século
XX. Enquanto físicos como Albert Einstein e Louis de Broglie, com base nas leis determinísticas
da mecânica clássica, criticavam a existência de uma indeterminação fundamental na natureza,
Werner Heisenberg e Niels Bohr defendiam a essencialidade da interpretação probabilística dos
fenômenos quânticos (EISBERG; RESNICK, 1979).

Diante da importância de uma perspectiva probabilística dos dados, a inferência estatística
os estuda partindo do pressuposto de que eles são gerados a partir de algum elemento de uma
família conhecida de distribuições de probabilidade. Nesse contexto, pode-se determinar se o
valor de um parâmetro da distribuição encontra-se em algum conjunto específico, tarefa que
corresponde ao teste de hipóteses (MURRAY; RICE, 2017). Assim, um modelo estatístico,
grosso modo entendido como essa família de distribuições, desempenha uma importante função
dentro da estatística. Durante o desenvolvimento da geometria da informação e da estatística, em
si, o conceito de modelo estatístico foi sendo ampliado através da introdução de novos elementos
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da análise funcional. Assim, em textos mais antigos, como em (AMARI; NAGAOKA, 2000),
a definição para modelo estatístico assemelha-se muito à definição de variedade diferenciável,
enquanto que, em (AY et al., 2017), essa definição é feita empregando noções de análise em
variedades de Banach. Desse modo, por simplicidade, trataremos os modelos estatísticos de
maneira análoga àquela apresentada em (AMARI; NAGAOKA, 2000), dado que essa abordagem
será suficiente para o que faremos.

Pontuado isso, vamos introduzir de maneira mais formal o conceito de distribuição de
probabilidade, que é central neste trabalho.

Definição 1 (Distribuição de probabilidade). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Para n ∈ Z≥0, seja
X um subconjunto não vazio de Rn ou um conjunto discreto não vazio de cardinalidade finita
ou infinita contável. Definimos uma distribuição de probabilidade em X como uma função
p : X → R que é positiva semidefinida e normalizada em X , ou seja,

1. p(x)≥ 0 para todo x ∈ X ,

2.
∫
X p(x) dx = 1,

onde a integral acima se reduz ao somatório ∑x∈X p(x) = 1 no caso discreto.

Note que, nesta definição, está implícita a solicitação de que p seja Lebesgue integrável.
Sob a perspectiva de teoria da medida, uma distribuição p corresponde à derivada de Radon-
Nikodým dP

dµ
de uma medida de probabilidade P no espaço mensurável (X ,B) com respeito

à medida µ de Lebesgue ou de contagem nesse mesmo espaço1, onde B é a σ -álgebra de
Borel2 em X . Além disso, no caso de X discreto, p é usualmente chamada de um função
probabilidade em X , enquanto que no caso de X contínuo, ela costuma ser referida como uma
função densidade de probabilidade em X . A fim de fazer uma abordagem mais ampla, usaremos
o termo “distribuição de probabilidade” com o intuito de englobar ambos os casos. Com isso,
vamos definir o que é um modelo estatístico em X .

Definição 2 (Modelo estatístico). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Seja S uma família de distri-
buições de probabilidade em X e suponha que cada uma delas possa ser parametrizada por n

variáveis a valores reais, digamos (ξ1, . . . , ξn), de forma que3

S = {pξ = p(x;ξ ) | ξ = (ξ1, . . . ,ξn) ∈ Ξ},
1 Usualmente, considera-se a medida de Lebesgue quando X é um subconjunto não vazio de Rn e a

medida de contagem quando X é um conjunto discreto não vazio. Fixamos essas duas pois são as
mais usuais nesse contexto, porém µ poderia ser uma medida σ -finita qualquer em (X ,B) (AMARI;
NAGAOKA, 2000).

2 Se X for discreto, é a σ -álgebra gerada pela topologia discreta em X . Já, se X = Rn, n ∈ Z≥0, ela
corresponde à σ -álgebra gerada pela topologia canônica de Rn.

3 ξ = (ξ1, . . . , ξn) pode ser chamado um parâmetro n-dimensional para S.
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onde Ξ é subconjunto aberto de Rn e o mapa φ : Ξ → S dado por φ(ξ ) = pξ é injetivo e suave
em todo o seu domínio4. Chamamos Ξ um espaço de parâmetros e S um modelo estatístico
n-dimensional.

Assim, quando estiverem subentendidos tanto o espaço de parâmetros quanto o conjunto
X , os elementos de S serão representados apenas por pξ . Além disso, usualmente, não se solicita
nem a suavidade de φ nem que Ξ esteja na topologia de Rn, contudo, aqui isso foi exigido para
que seja possível utilizar resultados de geometria diferencial de maneira mais geral, sem que
haja preocupação quanto a dificuldades para a diferenciação de funções.

Outrossim, o que está por trás da definição 2 é o fato de que estamos interpretando os
elementos do espaço de parâmetros Ξ como medidas de probabilidade estritamente positivas em
X . É importante pontuar que alguns exemplos típicos de famílias de distribuições inserem-se
como exemplos de modelos estatísticos, modelos esses relevantes na inferência estatística.

Para ilustrar, podemos estudar primeiramente o caso de X finito. Seja, então, X um
conjunto finito não vazio. Escrevendo X = {x1,x2, . . . ,xn+1}, usualmente um modelo para X

é apresentado como o conjunto dos p(xi;ξ ) : X ×Ξ → R, i ∈ I, dados por

p(xi;ξ ) =

ξ i, se 1 ≤ i ≤ n,

1−∑i∈J ξ i, se i = n+1,

onde o aberto Ξ ∈ Rn é

Ξ =

{(
ξ

1, . . . ,ξ n) ∈ Rn

∣∣∣∣∣ ξ
i > 0 , i ∈ J, ∑

i∈J
ξ

i < 1

}
, (2.1)

ou seja, Ξ é um n-simplexo, por vezes chamado de simplexo de probabilidade5, e esse é um
modelo n-dimensional (AMARI; NAGAOKA, 2000).

Outro exemplo que podemos citar é a família de distribuição de Poisson, cujos ele-
mentos são distribuições sobre conjuntos discretos. Em outras palavras, nesse caso, X = Z≥0,
Ξ = {ξ ∈ R | ξ > 0} e os elementos desse modelo são da forma

p(x;ξ ) = e−ξ ξ x

x!
,

4 Por suave entende-se que, para todo x ∈ X , a função ξ ↦→ p(x;ξ ) é suave como função de X em R
(AMARI; NAGAOKA, 2000).

5 Efetivamente, um n-simplexo de probabilidade é um conjunto da forma{
(x1, . . . ,xn+1) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣ xi ≥ 0, i ∈ I, ∑
i∈I

xi = 1

}
,

também chamado de um n-simplexo unitário padrão (NIELSEN, 2018; DOUVEN, 2022). Contudo,
como a soma ∑i∈I xi em 2.1 tem valor máximo 1, a troca da igualdade pela desigualdade nessa soma
produz um (n+1)-simplexo.
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de maneira que a dimensão dele é unitária. O parâmetro ξ recebe o nome de “taxa de ocorrência”
ou, simplesmente, média ou esperança, uma vez que o valor esperado de uma variável aleatória
sujeita à distribuição de Poisson coincide com ξ . As distribuições desse tipo são utilizadas
usualmente para estudar eventos que acontecem de maneira aleatória no espaço ou no tempo,
ou seja, cuja determinação local ou temporal da ocorrência dos eventos é aleatória e eles são
independentes entre si (BLOM, 1989). Assim, esse modelo é costumeiramente aplicado para o
estudo de decaimentos radioativos e erros de digitação por página de um livro.

Mais um exemplo de modelo estatístico é aquele cujas distribuições são gaussianas,
também chamadas de normais. Nesse caso, X = R, o espaço de parâmetros ξ = (µ,σ) é dado
por

Ξ = {(µ,σ) | −∞ < µ < ∞, 0 < σ < ∞}

e as distribuições são da forma

p(x;ξ ) =
1√

2πσ
exp
{
−(x−µ)2

2σ2

}
.

Figura 1 – Representação gráfica de um modelo estatístico gaussiano. Cada elemento do semiplano
euclidiano superior pode ser observado como uma distribuição gaussiana

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os parâmetros µ e σ são, respectivamente, a média e o desvio padrão da distribuição, que
usualmente é denotada por N (µ,σ). Além disso, as distribuições gaussianas são aproximações
contínuas para distribuições de Poisson com µ = σ = ξP, onde ξP ≫ 1 representa o ξ da
poissoniana que se quer aproximar (BLOM, 1989). É importante ressaltar, também, que a
relevância dessa família de distribuições pode ser vista a partir do Teorema do Limite Central
que pode ser enunciado como está abaixo.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central de Liapunov). (MAGALHãES, 2011) Seja
X = {Xn | n ≥ 1} uma sequência de variáveis aleatórias independentes, com média µn e variância
σ2

n , com σ2
n < ∞ e pelo menos um dos σ2

n ’s maior do que zero. Sejam Sn = X1 +X2 + . . .+Xn e
s2

n = ∑k∈J σ2
k . Se a condição de Liapunov estiver satisfeita, isto é, se existir δ > 0 tal que

lim
n→∞

1

s2+δ
n

∑
k∈J

E
[
|Xk −µk|2+δ

]
= 0,
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então
Zn :=

Sn −E [Sn]

sn

tem distribuição que tende à distribuição gaussiana com média 0 e variância 1.

Esse teorema expressa uma característica importantes das distribuições normais: desde
que a condição de Liapunov seja satisfeita, não importando qual seja a distribuição das variáveis
independentes que estão sendo analisadas, para amostras grandes o suficiente, a distribuição de
Zn se aproxima satisfatoriamente de uma distribuição gaussiana. Grosso modo, esse teorema
permite reduzir o estudo das distribuições de probabilidade dos elementos de X , para amostras
suficientemente grandes, a uma distribuição de dois parâmetros, desde que as variáveis sejam
independentes entre si e que a convergência da distribuição de Zn ocorra. Sob a óptica da
estatística, ele ratifica a importância da definição 2 como ela foi apresentada.

A partir de aqui, façamos duas suposições. A primeira consiste em admitir que as
derivadas ∂i := ∂

∂ξ i podem ser trocadas com as integrais de p em X , de forma que vale6

∫
X

∂i p(x;ξ ) dx = ∂i

∫
X

p(x;ξ ) dx = ∂i1 = 0. (2.2)

Essa suposição pode ser entendida na perspectiva da estimativa de parâmetros, significando, sem
grande rigor, que a função escolhida para estimar um parâmetro de um dado modelo, na média,
aproxima-se suficientemente do valor verdadeiro dele. Essa colocação ficará mais clara na seção
2.2.1, quando a métrica de Fisher for motivada a partir da metrologia.

Já, aspirando garantir a existência da métrica de Fisher em S, vamos pressupor que, para
todo pξ ∈ S e para todo ξ ∈ Ξ, o suporte supp(pξ ) := {(x,ξ ) | p(x;ξ )> 0} de pξ é constante
com respeito a ξ . Redefinindo X como supp(p) := {x ∈ X | p(x) > 0}, obtemos que S é
simplesmente um subconjunto de P+(X ) definido como

P+(X ) :=

{
p : X → R

∣∣∣∣∣ p(x)> 0 para todo x ∈ X ,
∫
X

p(x) dx = 1

}
.

Observando a definição de modelo estatístico, é possível perceber que S apresenta
estrutura natural de variedade diferenciável, no sentido de que a estrutura diferenciável A dela é
constituída unicamente pela carta global

(
S,φ−1), ou seja, A =

{(
S,φ−1)}. Dessa forma, φ−1

é um sistema de coordenadas em S, cujos campos canônicos ∂

∂ξi
serão denotados por ∂i para

i ∈ J. Assim, quando estivermos tratando de modelos estatísticos, estaremos os considerando
como variedades diferenciáveis. Observe que podemos mudar os parâmetros de S através de
um difeomorfismo ψ : Ξ̃ → Ξ, com Ξ̃ ⊂ Rn também aberto. Isso produz um segundo modelo
6 Quando uma estrutura de variedade for adicionada aos modelos estatísticos, isso significará que, dado

um sistema de coordenadas no modelo, seus campos coordenados ∂i, agindo como derivações em pξ ,
podem ser trocados com as integrais de p em X .
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estatístico S̃ com atlas natural Ã =
{
(S̃,
(
φ ∘ψ)−1)}. Note que, essencialmente, S e S̃ codificam

a mesma geometria, apesar de serem modelos distintos. Isso motivou autores como Amari a
considerar, em (AMARI; NAGAOKA, 2000), como equivalentes modelos como S e S̃, que se
diferem apenas por uma mudança de parâmetros ψ : Ξ̃ → Ξ que é um difeomorfismo7.

2.2 A métrica de Fisher e o tensor de Amari-Chentsov

2.2.1 Motivação: a informação de Fisher e a desigualdade de Cra-
mér–Rao em metrologia

A fim de motivar a definição de métrica de Fisher a partir da informação de Fisher,
partiremos de uma construção da desigualdade de Cramér–Rao tomando como contexto a
metrologia. Esta subseção é baseada em (MAGNO, 2020; ZHENG, 2011), de maneira que
acompanharemos de perto alguns detalhes presentes nessas referências.

Suponha que tenhamos um conjunto de dados de um experimento, a partir do qual
queremos estimar algum parâmetro específico. Esse é um empreendimento que se coloca dentro
dos estudos da metrologia, que se configura como a ciência que compreende os aspectos teóricos
e práticos da medição (KOBAYOSHI, 2018). Assim, a partir da análise desses dados, podemos
nos questionar a respeito da quantidade de informação8 que eles carregam sobre o parâmetro
cuja estimativa é de nosso interesse. É esse questionamento que guiará o que será apresentado
nesta subseção.

Isso posto, considere que desejamos estimar o valor verdadeiro ξv constante, supondo
sua existência, de um único parâmetro ξ referente a um fenômeno que estamos experienciando.
Para tal, preparamos nosso sistema, que se encontra em um estado inicial. Depois disso, ocorre
um processo dinâmico que muda esse estado inicial para um estado final. Após isso, fazemos a
medição experimental e armazenamos na variável aleatória X1 o resultado da medida. Repetimos
esse procedimento n ∈ N vezes, guardando em Xi o resultado da i-ésima medida. Ao final dessas
repetições, temos o vetor aleatório9 X = (X1, . . . ,Xn).

Com o intuito de estimar ξv, utilizamos um estimador não enviesado de ξ . Por estimador
não enviesado entende-se um estimador tal que a média sobre todas as amostras de uma estimativa
é o valor verdadeiro do parâmetro, ou seja, aquele que, em termos amplos, seria obtido em um
processo de medição sem erros (MURRAY; RICE, 2017). Em outras palavras, ξ̂n(X) toma a

7 Em (AMARI; NAGAOKA, 2000), Amari nomeia de variedade estatística um modelo S munido da
estrutura diferenciável dada pelo quociente sob a relação de equivalência que identifica S e S̃ como
equivalentes. Contudo, nos trabalhos de Lauritzen, como (LAURITZEN, 1987), essa nomenclatura
aparece em um contexto distinto, sendo usada no estudo da geometria que emerge ao partirmos de
uma variedade diferenciável e darmos a ela uma estrutura que reflete aspectos estatísticos.

8 Aqui, informação possui um sentido intuitivo e pouco preciso.
9 Um vetor aleatório é uma n-upla de variáveis aleatórias.
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verdadeira10 distribuição de probabilidade pn(X ;ξv) de X e estima o parâmetro ξ , de maneira
que, para obtermos ξv, idealmente precisamos conhecer pn(X ;ξv). Contudo, em geral, não é
conhecida a verdadeira distribuição pn(X ;ξv), nem mesmo, previamente, qual é o valor de ξv.
Devido a isso, usualmente delimitamos os valores que ξ̂n(X) pode assumir a um conjunto Ξ ⊂ R,
que corresponde, nesse exemplo, ao já apresentado espaço de parâmetros. Desse modo, para cada
ξ ∈ Ξ, temos uma distribuição pn(X ;ξ ), onde, idealisticamente, pn(X ;ξv) é alcançada quando
n → ∞, supondo que essa convergência ocorre.

Chamando pn(X ;ξ ) de função de verossimilhança, como queremos encontrar o parâ-
metro de Ξ mais provável, definimos o estimador que nos fornece esse parâmetro, chamado de
estimador de máxima verossimilhança, dado por

ξ̂
ML
n (X) := argmax

ξ∈Ξ

pn(X ;ξ ).

Lembrando que a função logaritmo é monótona crescente, tomar o máximo dela, em essência,
é o mesmo que tomar o máximo de seu argumento. Desse modo, podemos reescrever ξ̂ ML

n (X)

como

ξ̂
ML
n (X) = argmax

ξ∈Ξ

`n(X ;ξ ), `n(X ;ξ ) := ln pn(X ;ξ ).

A maximização de `n em Ξ dada pela expressão anterior pode ser entendida via o cálculo da
derivada de `n, que é dada por

`′n(X ;ξ ) =
p′n(X ;ξ )

pn(X ;ξ )
.

Assim, quando ξ → ξv,

`′n (X ;ξ ) =
1

pn (X ;ξ )

∂ pn(X ;ξ )

∂ξ
→ 0.

Perceba, agora, que a ocorrência de eventos de grande probabilidade não nos proporciona, no
geral, grande informação sobre o que estamos estudando pois, realizando o experimento apenas
algumas vezes, conseguimos analisar consideravelmente o fenômeno de forma empírica. Em
contrapartida, se um evento pouco provável ocorre, ele nos fornece muita informação, permitindo
que novas hipóteses sejam feitas, por exemplo, ou que a teorização que estava sendo formulada
seja questionada. Esse último caso pode ser traduzido, matematicamente, em |`′n(X ;ξ )| ser
grande quando comparado com os eventos mais prováveis ou, equivalentemente, `′n(X ;ξ )2

ser grande sob essa mesma comparação. Em outras palavras, `′n(X ;ξ )2 é um quantificador de
informação que conseguimos obter sobre o fenômeno a partir de X .

Suponha, então, que uma única observação seja feita, ou seja, que n = 1. Nessa situação,
X é apenas uma variável aleatória. Note que o que está sendo feito é tentar codificar a informação
a respeito do experimento em termos do parâmetro ξ : quanto mais próximo ξ estiver de ξv,
menos informações é obtida. Contudo, a expressão para `′1(X ;ξ )2 é dependente dos eventos que
10 Com o adjetivo “verdadeiro”, queremos nos referir às grandezas referentes a ξv e que, idealmente,

correspondem ao fenômeno estudado.
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podem ocorrer, ou seja, dos valores que X pode assumir. Para lidar com isso, tomemos a média
de `′1(X ;ξ )2 sobre X . Assim, definimos

G(ξ ) := Eξ

[
`′1(x;ξ )2]= ∫

X
`′1(x;ξ )2 p1(x;ξ ) dx,

chamada de informação de Fisher em ξ , como essa medida informacional11.

Suponha, agora, que n ≥ 1 observações sejam feitas e que X1,X2, . . . ,Xn são independen-
tes e igualmente distribuídas. Nesse caso, a independência nos garante que uma medição não irá
influenciar nas outras, de maneira que podemos as tratar como observações individuais. Assim, a
informação codificada na i-ésica variável aleatória é apenas

Gi(ξ ) :=
∫
X

`′i(x;ξ )2 pi(x;ξ ) dx. (2.3)

Já, como as variáveis aleatórias são igualmente distribuídas, sabemos que as observações são
obtidas a partir da mesma distribuição de probabilidade. Dessa forma, ao tomarmos a média
sobre todos os valores acessíveis a cada variável ponderados por pi(x;ξ ), teremos que pi(x;ξ )

será a mesma para todas essas variáveis. Logo, obteremos o mesmo valor Gi(ξ ) para todas
elas. Desse modo, a informação fornecida por X = (X1, . . . ,Xn), pensada como somatório das
informações 2.3 de cada Xi, é simplesmente

G(ξ ) := ∑
i∈J

Gi(ξ ) = nGn(ξ ).

Perceba que esse resultado simples advém do fato das variáveis serem independentes e
igualmente distribuídas. Nos casos mais gerais, esperamos que uma medição possa interferir na
outra, de forma que 2.3 dependa das outras observações, de maneira que a observação i influencia
na observação j e vice-e-versa. Isso nos fornece indícios de que uma maneira mais geral de tratar
essa informação é através de uma matriz, chamada de matriz de informação de Fisher.

Ainda tratando do caso de n medidas independentes e igualmente distribuídas, suponha
que Varξ

[
ξ̂

]
é finita. Defina ξ (ξ ) := Eξ

[
ξ̂ (x)

]
e perceba que

Eξ

[
`′n(x;ξ )

]
=
∫
X

p′n(x;ξ )

pn(x;ξ )
pn(x;ξ ) dx = 0,

Varξ

[
`′n(x;ξ )

]
= Eξ

[
(`′n(x;ξ )2]− (Eξ

[
`′n(x;ξ )

])2
= nGn(ξ ),

onde a primeira expressão acima utiliza-se da suposição 2.2. Como `′n(x;ξ ) é usado para auxiliar
na determinação do valor dos parâmetros que maximizam a função de verossimilhança, é legítimo
mensurar a dependência entre ele e ξ̂ (x), o que pode ser feito através do cálculo da covariância

11 Quando estivermos tratando dos possíveis valores assumidos por X , usaremos x.
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entre eles. Desse modo, temos que

Covξ

[
ξ̂ (x), `′n(x;ξ )

]
= Eξ

[(
ξ̂ (x)−ξ (ξ )

)
`′n(x;ξ )

]
=

∂

∂ξ

∫
X

ξ̂ (x)pn(x;ξ ) dx−ξ (ξ )Eξ

[
`′n(x;ξ )

]
=

∂

∂ξ

∫
X

ξ̂ (x)pn(x;ξ ) dx

= ξ
′
(ξ ).

Segundo a desigualdade de Schwarz (DEGROOT; SCHERVISH, 2011), sabemos que(
Covξ

[
ξ̂ (x), `′n(x;ξ )

])2
≤ Varξ

[
ξ̂ (x)

]
Varξ

[
`′n(x;ξ )

]
.

Consequentemente, temos que

Varξ

[
ξ̂

]
≥

(
ξ
′
(ξ )
)2

nGn(ξ )
,

que é conhecida como desigualdade de Cramér-Rao. Para um estimador não enviesado, é verdade
que ξ (ξ ) = ξ , de maneira que ξ

′
(ξ ) = 1 e a desigualdade acima se escreve como

Varξ

[
ξ̂

]
≥ 1

nGn(ξ )
.

A variância de um operador é uma medida de quão dispersas as estimativas estão ao
redor da média dos valores obtidos, que no caso de um estimador não enviesado, coincide com o
valor verdadeiro do parâmetro. Assim, a partir da construção feita acima, podemos perceber que
quanto maior for G(ξ ), melhor será a estimativa feita, de maneira que é coerente chamar G(ξ ) de
informação ou, mais precisamente, de informação de Fisher, uma vez que ela, de fato, quantifica
informação, essa última tomada no sentido intuitivo. Além disso, vemos que a definição de G

pode ser entendida partindo de um contexto empírico, tendo um significado que se estende para
além da geometria riemanniana.

2.2.2 A informação e a métrica de Fisher

Motivados a chamar 2.3 de informação de Fisher devido ao seu significado no contexto
de metrologia, definamos-na, agora, com mais precisão.

Definição 3 (Matriz de informação de Fisher). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Seja S = {pξ}
um modelo estatístico n-dimensional. Chamamos de matriz de informação de Fisher de S em ξ ,
denotada por G(ξ ), a matriz n×n cujas entradas Gi j(ξ ), i, j ∈ J, são dadas por

Gi j(ξ ) :=
∫
X

∂i`(x;ξ )∂ j`(x;ξ )p(x;ξ ) dx, (2.4)

onde `ξ (x) := `(x;ξ ) = ln p(x;ξ ) e, quando n = 1, G(ξ ) é denominada de informação de Fisher
de S em ξ .
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Perceba que G(ξ ) pode divergir se assumirmos ∂i`ξ ∈ L1(X ), i ∈ I. Para lidar com esse
inconveniente, costuma-se assumir ∂i`ξ ∈ L2(X ), i ∈ J, o que se justifica pela desigualdade
Cauchy-Schwarz. Além disso, G(ξ ), aqui, corresponde ao mesmo G(ξ ) de 2.2.1 para o caso
de apenas uma observação. Ademais, como foi visto anteriormente, essa expressão pode ser
reescrita através do cálculo da média, tal qual foi feito em 2.3. Dessa forma, 2.4 pode ser expressa
como

Gi j(ξ ) = Eξ

[
∂i`ξ ∂ j`ξ

]
.

A primeira suposição que foi feita no capítulo anterior permite que a integrabilidade
do produto ∂i`ξ ∂ j`ξ pξ seja substituída, de forma equivalente, pela integrabilidade de ∂i∂ j`ξ pξ ,
com i, j ∈ J, de maneira que 2.4 pode ser reescrita como

Gi j(ξ ) =−Eξ

[
∂i∂ j`ξ

]
. (2.5)

De fato,

Eξ

[
∂i`ξ ∂ j`ξ

]
=
∫
X

∂i p(x;ξ )

p(x;ξ )

∂ j p(x;ξ )

p(x;ξ )
p(x;ξ ) dx−

∫
X

∂i∂ j p(x;ξ ) dx︸ ︷︷ ︸
∂ jEξ [∂ j`ξ ]=0

=−
∫
X

∂i

(
∂ j p(x;ξ )

p(x;ξ )

)
p(x;ξ ) dx

=−Eξ

[
∂i∂ j`ξ

]
.

Já a suposição feita sobre o suporte das distribuições de S garante que o denominador de

∂i`(x;ξ ) =
∂i p(x;ξ )

p(x;ξ )

não se anule, para i ∈ J.

Supondo, agora, a independência linear do conjunto12 {∂1, . . . ,∂n} para todo ξ ∈Ξ, então
G(ξ ) é positivo-definida em Ξ. Consequentemente, como G é simétrica e a função ξ ↦→ G(ξ )

é suave, G define unicamente uma métrica riemanniana ⟨·, ·⟩ em S, também denotada por g,
chamada de métrica de Fisher13.

Definição 4 (Métrica de Fisher). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Seja S um modelo estatístico
n-dimensional. Chamamos de métrica de Fisher a métrica riemanniana dada por

g(ξ )(X ,Y ) = Eξ

[(
∂`ξ

∂X

)(
∂`ξ

∂Y

)]
(2.6)

para todo ξ ∈ Ξ e para todos os vetores X ,Y pertencentes ao espaço tangente Tφ(ξ )S de S em
φ(ξ ). Na base {∂1, . . . ,∂n}, tal métrica é dada por G(ξ ).
12 Essa é uma condição de não singularidade do modelo estatístico visto como variedade diferenciável de

dimensão n.
13 Essa métrica pode aparecer na literatura, também, como informação métrica.
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Como vimos na motivação 2.2.1, a informação de Fisher não se estabelece como uma
definição artificial. Agora, com o intuito de fornecer um exemplo de como a matriz de informação
de Fisher, em si, aparece espontaneamente em determinados contexto, vamos partir da entropia
relativa

DKL(pξ1
; pξ2

) :=
∫
X

pξ1
(x) ln

pξ1
(x)

pξ2
(x)

dx

entre duas distribuições pξ1
, pξ2

de um modelo estatístico14 S (NIELSEN, 2022). Ela também é
chamada de divergência de Kullback–Leibler e, por mais que ela não seja uma métrica, ela possui
todas as propriedades de uma quase-métrica em S, exceto a desigualdade triangular, podendo ser
interpretada como uma medida de quão diferentes são as distribuições pξ1

e pξ2
(MANNING;

SCHÜTZE, 1999).

Ao fazermos a expansão em série de Taylor da entropia relativa ao redor do parâmetro ξ ,
é possível observarmos o aparecimento da matriz de informação de Fisher no seu segundo termo.
Com efeito, sendo S um modelo estatístico n-dimensional e considerando pξ ∈ S, podemos
escrever

DKL(pξ ; pξ+dξ ) =
∫
X

pξ (x) ln
pξ (x)

pξ+dξ (x)
dx.

Sabemos que o termo quadrático da expansão em série de Taylor de DKL em torno de ξ é
1
2dξ T Hess(DKL)dξ , onde Hess(DKL) é a matriz hessiana de DKL em ξ (ARORA, 2011). Devido
a isso, calculando as derivadas de segunda ordem da divergência de Kullback-Leibler, obtemos

∂i∂ jDKL
(

pξ , pξ+dξ

)
=−

∫
X

pξ (x)

[(
∂i∂ j pξ+dξ

)
(x)

pξ+dξ (x)
−
(
∂i pξ+dξ

)
(x)
(
∂ j pξ+dξ

)
(x)

p2
ξ+dξ

(x)

]
dx,

para todo i ∈ J. Então, no limite em que dξ → 0, temos que

Hi j =
∫
X

∂i pξ (x)∂ j pξ (x)
pξ (x)

dx = Gi j(ξ ).

Dessa maneira, observamos que a matriz de informação de Fisher surge espontaneamente
quando ocorrem aproximações locais da entropia relativa (NIELSEN, 2022).

Já a naturalidade15 da métrica de Fisher pode ser entendida através do Teorema de
Caracterização de Chentsov, que garante que ela é a única16 métrica riemanniana em modelos
estatístico sobre conjuntos finitos que é invariante sob morfismos de Markov, ou seja e grosso
14 Pelo nome, é esperado que DKL relacione-se com a entropia de Shannon e isso, de fato, ocorre. A

entropia de Shannon de pξ1 ∈ S, entendida como uma medida da incerteza média de uma variável alea-
tória com distribuição pξ1 , é definida como h(pξ1) :=−

∫
X pξ1 ln pξ1 dx (COVER; THOMAS, 2006;

NIELSEN, 2022). Assim, dadas pξ1 , pξ2 ∈ S, podemos escrever DKL(pξ1 ; pξ2) = h×(pξ1 ; pξ2)−h(pξ1),
onde h×(pξ1 ; pξ2) := −

∫
X pξ1 ln pξ2 dx é chamada de entropia cruzada entre pξ1 e pξ2 (NIELSEN,

2022).
15 Durante esse trabalho, quando o termo “naturalidade” surgir, significará que o objeto por ele adjetivo

se destaca dentro do contexto estudado.
16 Mais precisamente, é a única a menos de constantes multiplicativas reais e positivas.
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modo, mapas que associam elementos de X com medidas de probabilidade em um outro outro
conjunto X ′(NIELSEN, 2022; AY et al., 2017). Esse teorema será apresentado com mais
cuidado em 3.2.

2.2.3 O tensor de Amari-Chentsov

Como citado em 1.1, os trabalhos de Chentsov estudando famílias de distribuições
de probabilidade munidas da métrica de Fisher e de uma conexão diferente da conexão de
Levi-Civita dela conduziram-no à descoberta de um campo tensorial que, futuramente, viria a
desempenhar uma função significativa dentro da geometria da informação. Em determinados
contextos, como aqueles advindos dos trabalhos de Lauritzen (LAURITZEN, 1987), esse campo
aparece sendo referido como tensor de assimetria, tensor de “skewness” ou tensor 3-simétrico,
enquanto que, em referências que tratam de geometria da informação finita, ele pode surgir com
o nome de tensor de Amari-Chentsov ou apenas tensor de Amari. Neste trabalhos, optamos
por nos referirmos a esse campo tensorial como tensor de Amari-Chentsov quando estivermos
tratando de modelos estatísticos, especialmente, em contexto de amostras finitas, e de tensor
3-simétrico quando a abordagem for vertida e estivermos estudando, de maneira mais geral,
variedades estatísticas.

Dito isso, sendo uma métrica riemanniana, podemos interpretar a métrica de Fisher como
um campo tensorial covariante de rank 2 simétrico. Partindo disso, é possível compreender
o tensor de Amari-Chentsov como uma versão de rank 3 dessa métrica, sendo caracterizado
por invariâncias tal qual sua versão 2-covariante. Estabelecida, então, a ideia que conduz a sua
definição, apresentemos tal campo.

Definição 5 (Tensor de Amari-Chentsov). (AY et al., 2017) Seja S modelo estatístico. Chamamos
de tensor de Amari-Chentsov o campo tensorial 3-covariante simétrico em todas as suas entradas
e dado por

T (ξ )(X ,Y,Z) := Eξ

[(
∂`ξ

∂X

)(
∂`ξ

∂Y

)(
∂`ξ

∂Z

)]
(2.7)

para todo ξ ∈ Ξ e para todos os vetores X ,Y,Z pertencentes ao espaço tangente Tφ(ξ )S de S em
φ(ξ ).

Dessa forma, em um sistema de coordenadas φ , T escreve-se, para todo ξ ∈ Ξ, como

Ti jk(ξ ) =
∫
X

∂i`(x;ξ )∂ j`(x;ξ )∂k`(x;ξ )p(x;ξ ) dx.

Além disso, note que a convergência da integral de T (ξ ) está condicionada às derivadas
no argumento da média 2.7 pertencerem a L3(X ), sendo que a justificativa disso segue do
mesmo comentário feito sobre integrabilidade quando apresentamos a métrica de Fisher.
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2.3 As α-conexões e a relação entre distribuições gaus-
sianas e a geometria hiperbólica

Como foi destacado no início em 1.1, nos precedentes da descoberta do tensor de Amari-
Chentsov, Chentsov estudou os modelos estatísticos rompendo com o paradigma que estabelecia
a conexão de Levi-Civita como a mais adequada para esse estudo. Posteriormente, Amari e
Nagaoka generalizariam essa abordagem vanguardista por meio da introdução das α-conexões:
uma família uniparamétrica de conexões lineares que engendrava tanto as descobertas de Efron e
Dawid quanto a conexão de Levi-Civita. Sendo, então, uma generalização dessa última e, devido
ao fato das conexões lineares serem determinadas por seus símbolos de Christoffel, é coerente
calcular os símbolos da conexão de Levi-Civita da métrica de Fisher para, assim, visualizar como
as α-conexões irão a englobar. Para tal, é fácil ver que

∂ig jk = Eξ

[(
∂i∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
+Eξ

[(
∂ j`ξ

)(
∂i∂k`ξ

)]
+Eξ

[(
∂i`ξ

)(
∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
.

Por simples mudança de índices, essa expressão nos fornece como ∂ jgik e ∂kgi j escrevem-se em
coordenadas. Assim,

Γi jk(ξ ) = ∑
m∈I

Γ
m
i j(ξ )gmk(ξ )

=
1
2
(
∂igik(ξ )+∂ jgik(ξ )−∂kgi j(ξ )

)
= Eξ

[(
∂i∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
+

1
2

Eξ

[(
∂i`ξ

)(
∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
Perceba que uma perturbação no segundo termo acima, digamos por −α/2, com

α ∈ [−1,1], ainda produz uma conexão. Essa é ideia subjacente às α-conexões.

Definição 6 (α-conexão). (AY et al., 2017) Seja S um modelo estatístico e α ∈ [−1,1]. As
α-conexões ∇(α) são conexões lineares em S determinadas por

Γi jk(ξ ) = Eξ

[(
∂i∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
+

1−α

2
Eξ

[(
∂i`ξ

)(
∂ j`ξ

)(
∂k`ξ

)]
(2.8)

para todo ξ ∈ Ξ. Elas compõem uma família de conexões parametrizadas por α .

Note que ∇(0) coincide com a conexão de Levi-Civita, como esperado. É importante
ressaltar que essas conexões serão melhor desenvolvidas nos próximos dois capítulos, onde elas
serão reapresentadas através de duas perspectivas distintas: no capítulo 3, em um contexto de
amostras finitas e, no capítulo 4, através da noção de dualidade entre conexões, onde comenta-
remos um pouco mais sobre a restrição de α a [−1,1]. Entretanto, uma primeira característica
evidente dessa família de conexões é a ausência de torção por parte de seus elementos. Da
geometria riemanniana, sabemos que uma conexão linear é livre de torção se seus símbolos de
Christoffel Γk

i j são simétricos em i e j em algum sistema de coordenadas, para todo i, j ∈ I (AY
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et al., 2017). Observando 2.8, vemos que isso é satisfeito para as α-conexões devido à simetria
de derivadas segundas de `ξ advinda do Teorema de Schwarz.

Ademais, as α-conexões podem ser interpretadas a partir dos desenvolvimentos de
Jeffreys a respeito de aproximações locais da divergência de Kullback-Leibler. Em seus estudos,
o termo quadrático em que aparecia a matriz de informação de Fisher foi interpretado como o
elemento quadrático de comprimento riemanniano dsξ induzido por essa métrica (NIELSEN,
2022). Em outras palavras, da expansão em série de Taylor de DKL ao redor de pξ ∈ S, ele obteve

dsξ =
√

dξ T G dξ . (2.9)

Desse modo, a priori, a maneira mais natural de se medir dissimilaridade entre duas distribuições
pξ1

e pξ2
de um modelo estatístico S é através da distância de Fisher-Rao ρF , que consiste

naquela obtida via ds por

ρF(pξ1
, pξ2

) := inf
γ

∫ 1

0
dsγ(t)dt,

onde γ(t) é geodésica riemanniana com as condições de contorno γ(0) = pξ1
e γ(1) = pξ2

(NI-
ELSEN, 2022). Assim, as α-conexões permitem mensurar a dissimilaridade entre distribuições
de um modelo, perturbando a noção de distância riemanniana com o intuito de que ela se adapte
melhor ao modelo que está sob análise. Como exemplo disso, temos a família exponencial, que
consiste em uma família de distribuições de probabilidade cuja conexão usualmente considerada
apropriada para lidar com ela é a conexão exponencial ∇(1) devido à sua propriedade de ser
plana nesse modelo. Outro exemplo é a conexão mistura ∇(−1), que apresenta essa mesma
característica na família mistura, uma outra família de distribuições de probabilidade.

Figura 2 – Representação gráfica de diferentes medidas de dissimilaridade entre duas distribuições pξ1 e
pξ2 de um modelo estatístico S do ponto de vista da α-geometria. Supondo suas existências,
γ(0), γ(−α) e γ(α) representam, respectivamente, geodésicas relativas a ∇(0), ∇(−α) e ∇(α)

ligando essas distribuições

Fonte: Adaptada de Nielsen (2022, p 4).
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Observe que 2.9 é invariante sob reparametrizações suaves invertíveis (NIELSEN, 2022).
De fato, denotemos por Gξ a matriz da métrica de Fisher no sistema de coordenadas ξ . Conside-
rando um segundo sistema η , temos que essa matriz, escrita nele e denotada por Gη , satisfaz

Gξ =

[
∂ηi

∂ξ j

]T

i j
Gη

[
∂ηi

∂ξ j

]
i j
.

Sendo a mudança entre ξ e η suave, sabemos que, para todo i ∈ J,

dηi = ∑
j∈J

∂ηi

∂ξ j
dξ j.

Assim, o termo interior à raiz em 2.9 pode ser expresso como

dξ
T
[

∂ηi

∂ξ j

]
ji

Gη

[
∂ηi

∂ξ j

]
i j

dξ = dη
T Gη dη ,

e, consequentemente, dsξ = dsη . Por conseguinte, no caso da família de distribuições gaussianas,
parametrizações pela média µ junto à variância σ2, ao desvio padrão σ ou a

√
2σ , produzem a

mesma distância de Rao. Dito isso, estudemos, brevemente, qual estrutura geométrica emerge do
modelo das distribuições gaussianas quando partimos da parametrização (µ,

√
2σ). Considere,

então,

p(x;(µ,σ)) =
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2 ,

com µ ∈ R, σ ∈ (0,∞). Assim,

gµµ =
∫

∞

−∞

(
∂

∂ µ
ln

(
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2

))2
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2 dx =
2

σ2

gσσ =
∫

∞

−∞

(
∂

∂σ
ln

(
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2

))2
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2 dx =
2

σ2

gµσ = gσ µ

=
∫

∞

−∞

(
∂

∂σ
ln

(
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2

)) (
∂

∂ µ
ln

(
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2

))
1√
πσ

e−
(x−µ)2

σ2 dx

= 0

Logo, a matriz de informação de Fisher G(µ,σ) := G((µ,σ)), nesse caso, escreve-se como

G(µ,σ) =
2

σ2

(
1 0
0 1

)
.

Essa é uma expressão célebre, associada a uma estrutura geométrica reconhecida desde o
final do século XIX, sendo essa a estrutura hiperbólica. Ela pode ser apresentada, sumariamente,
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por meio da história do Postulado das Paralelas. Sendo um dos postulados introduzidos por
Euclides na clássica obra “Os elemento” (EUCLID, 2008), ele teve atrelado a si uma sequência de
tentativas falhas de o demonstrar, como é possível observar nos trabalhos do britânico John Play-
fair, do francês Adrien-Marie Legendre e do húngaro Farkas Bolyai (LEWIS, 1920). Entretanto,
entre as décadas de 1820 e 1830, o filho de Farkas, János Bolyai, partindo da negação do postu-
lado, desenvolveu uma geometria completamente compatível com os demais quatro postulados
da axiomática de Euclides, como suspeitava o próprio Gauss (LEWIS, 1920). Em complemento
a isso, é importante pontuar que a elaboração do cerne do que hoje é conhecido como geometria
hiperbólica não está restrito a János, mas se encontra presente nos trabalhos de seu contemporâ-
neo russo, Nikolai Lobachevsky (DANI; PAPADOPOULOS, 2019), que, inclusive, nomeia um
dos modelos bidimensionais para essa geometria. O Plano de Lobachevsky, também conhecido
como Semiplano de Poincaré, consiste no semiplano superior H2 := {(x,y) ∈ R2 | y > 0} munido
da estrutura de variedade herdade de R2 e da métrica riemanniana expressa em coordenadas
retangulares como

gH2(x,y) =
1
y2

(
1 0
0 1

)
.

Perceba que H2 e o espaço de parâmetros Ξ das distribuições gaussianas são difeomorfos.
Observando que G(µ,σ) = 2gH2(µ,σ), concluímos que, a menos de um fator conforme, a
métrica de Fisher no modelo estatístico em questão coincide com a métrica hiperbólica do modelo
do Plano de Lobachevsky. Desse modo, informações sobre a geometria hiperbólica nos fornecem
conhecimento sobre a geometria presente no modelo gaussiano. Por exemplo, sabemos que a
curvatura desse último, visto como variedade riemanniana, é constante e estritamente negativa.
Além disso, as geodésicas respectivas à conexão de Levi-Civita nesse espaço são imagens,
pelo sistema de coordenadas (a menos da reparametrização), de semirretas ou semicírculos
perpendiculares a σ = 0.

Figura 3 – Representação gráfica da semelhança entre H2 e Ξ no caso da família de distribuições gaussia-
nas. Em H2, estão ilustradas as curvas γ1 e γ2, que contemplam o formato das geodésicas de
(H2,gH2)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Por conseguinte, os comentários acima expõem uma relação direta entre dois objetos
que são importantes em áreas consideradas distintas: um na estatística e outro na geometria
riemanniana. Por um lado, através de 1, as distribuições gaussianas podem ser interpretadas como
naturais no tratamento de grandes amostras, quando se há a hipótese de independência e igual
distribuição. Por outro lado, a geometria hiperbólica se destaca como uma das três geometrias
que, em dimensão dois, caracterizam superfícies conexas fechadas através de curvatura constante.
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CAPÍTULO

3
GEOMETRIA DA INFORMAÇÃO FINITA

3.1 Introdução a uma abordagem extrínseca: apresenta-
ção de P+(X ) através de álgebra de funções sobre
um conjunto finito

A geometria da informação apresentada em 2 possui um caráter geométrico intrínseco de
análise dos modelos estatísticos. Em outras palavras, os modelos estatísticos são compreendidos
como variedades diferenciáveis e neles são definidos objetos de caráter geométrico, como a
métrica de Fisher, o tensor de Amari-Chentsov e as α-conexões. Contudo, abordagens mais
recentes partem de uma uma perspectiva extrínseca de análise, em que os modelos estatísticos
perdem parte de seu protagonismo como objetos estatísticos e são tomados já inicialmente como
variedades. Isso significa que os espaços de parâmetros são mergulhados em espaços de medidas
e a geometria deles é definida em termos desses mergulhos. Nos casos em que os espaços de
medidas possuem dimensão infinita, surgem diversas dificuldades técnicas em que, usualmente,
são utilizadas variedades de Banach para as resolver (AY et al., 2017). Entretanto, no caso
finito, elementos de análise nessas variedades são dispensáveis. Frente a isso, dados os ganhos
teóricos de contemplar uma abordagem extrínseca, apresentaremos-na neste capítulo no caso
finito. É importante pontuar que, por mais próximas que sejam algumas construções, resultados
e definições no caso intrínseco e no extrínseco, como destaca (AY et al., 2017), essas abordagens
não são completamente equivalentes.

Dito isso, seja X = {x1,x2, . . . ,xn+1} um conjunto finito não vazio. Seja, também,
F (X ) a álgebra de funções de X a R, cuja base canônica é denotada por
BF (X ) = {e1, . . . ,en+1}. Por base canônica, entende-se as funções ei : X → R tais que
ei(x j) = δi j, onde δi j representa a delta de Kronecker de i e j. Note que F (X ) é isomorfo
a Rn+1. Sendo 1 a identidade dessa álgebra, usaremos a notação R para nos referirmos ao
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subespaço vetorial R ·1 de F (X ) composto pelas funções constantes, ou seja,

R := R ·1 := {c ·1 ∈ F (X ) | c ∈ R} .

Isso posto, denotando por1 S (X ) = F (X )* o espaço dual de F (X ), podemos
interpretar as formas lineares a ∈ S (X ) como medidas assinadas2 sobre a σ -álgebra discreta
P(X ) de X . Isso se deve ao fato presente em (YEH, 2014) e que consiste em, dado a ∈S (X ),
existir uma única medida de Radon λ : P(X )→R assinada e finita tal que, para toda f ∈F (X ),

a( f ) = ∑
i∈I

f (xi)λ (xi).

Isso pode ser pensado como uma consequência do Teorema da Representação de Riesz e não sig-
nifica que os elementos de S (X ) são medidas, mas que, escritos em BS (X ) = {δ 1, . . . ,δ n+1}
base dual de BF (X ), o i-ésimo coeficiente ai de a é igual a λ (xi).

Colocado isso, é possível definir algumas variedades úteis, que consistem na variedade
de medidas finitas positivas sobre3 X , denotada por M+(X ), e na variedade de medidas de
probabilidade positivas sobre X , conhecida por P+(X ). Mais precisamente, considerando os
elementos de S (X ) escritos em BS (X ),

M+(X ) :=

{
µ ∈ S (X )

∣∣∣∣∣ µi > 0, i ∈ I

}
,

P+(X ) :=

{
ξ ∈ M+(X )

∣∣∣∣∣ ∑
i∈I

ξi = 1

}
.

Como M+(X ) é subvariedade aberta de S (X ), a diferencial da função inclusão em
cada ponto de M+(X ) é isomorfismo e, consequentemente, os fibrados tangente e cotangente
dela são

TM+(X ) = M+(X )×S (X ), T *M+(X ) = M+(X )×F (X ),

uma vez que sabemos que, como S (X ) é espaço vetorial,

TS (X ) = S (X )×S (X ), T *S (X ) = S (X )×F (X ).

Calculemos, então, o fibrado tangente de P+(X ). Para tal, consideremos a carta global(
ϕ−1(Ξ),ϕ

)
de P+(X ) dada por

ϕ : P+(X )→ Ξ, ξ = ∑
i∈I

ξiδ
i ↦→ (ξ1, . . . ,ξn) , (3.1)

1 Por vezes, escreveremos S (X )* = F (X ) ou S (X ) = F (X )*, onde as igualdades devem ser
entendidas a menos de isomorfismos.

2 Alguns autores se referem a medidas assinadas sobre uma σ -álgebra como cargas, em diálogo com a
física (BARTLE, 1995).

3 Por vezes, na literatura, M+(X ) pode ser referida como cone positivo (CAMPBELL, 1986).
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onde Ξ é o aberto de Rn dado por

Ξ =

{
(ξ1, . . . ,ξn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣ ξi > 0 , i = 1, . . . ,n, ∑
i∈J

ξi < 1

}
. (3.2)

Sejam, então, ξ ∈ P+(X ) e c : (−ε,ε)→ P+(X ) curva suave tal que c(0) = ξ . Escrevendo

c(t) = ∑
i∈I

ci(t)δ i,

temos que

∑
i∈I

c′i(t) =
d
dt ∑

i∈I
ci(t)︸ ︷︷ ︸
1

= 0.

Desse modo, obtemos que
Tξ P+(X ) = {ξ}×S0(X ),

onde

S0(X ) :=

{
∑
i∈I

ξiδ
i ∈ S (X )

∣∣∣∣∣∑i∈I
ξi = 0

}
e, consequentemente,

TP+(X ) = P+(X )×S0(X ).

A partir disso, calculemos o fibrado cotangente de P+(X ). Obviamente,

T *P+(X ) = P+(X )×S0(X )*,

contudo, vamos escrever S0(X ) em termos de F (X ), já que S0(X )⊂ S (X ) = F (X )*.
Para tal, defina a função

ρ : F (X )−→ S0(X )*

f ↦−→ ψ,

onde ψ é o funcional
ψ : S0(X )−→ R

a ↦−→ a( f ).

Podemos notar que o núcleo de ρ são as funções constantes, ou seja, kerρ = R. Para tal,
perceba que dimS0(X )* = dimP+(X ) = n. Assim, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem
aplicado a ρ , temos que kerρ é o subespaço vetorial de F (X ) de dimensão unitária, isto é,
o subespaço gerado por 1. Dessa maneira, fica evidente que kerρ = R. Aplicando o Primeiro
Teorema do Isomorfismo4, temos que S0(X )* é isomorfo a F (X )/R, onde podemos destacar
o isomorfismo natural

ρ : F (X )/R −→ S0(X )*

f +R ↦−→ ρ( f ).
4 Por Primeiro Teorema do Isomorfismo, entende-se o teorema que afirma que, dada ρ : V →W uma

transformação linear entre os espaços vetoriais V e W , então V/ker(ρ) é isomorfo a Im(ρ). (ROMAN,
2007)
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Logo, concluímos que

T *P+(X ) = P+(X )×F (X )/R.

Por completude da exposição, podemos expressar ρ
−1 em termos de BS (X ). Para tal,

dada f ∈ S0(X )*, consideremos uma extensão5 f̃ ∈ S (X )*, de maneira que

ρ
−1( f ) =

(
∑
i∈J

f iei

)
+R,

onde f i := f̃ (δ i), i∈ I. Para mostrar que a expressão acima está bem definida, dada f ∈S0(X )*,
considere f̃1 e f̃2 extensões de f a S (X ). Como S (X ) = S0(X )⊕S0(X )⊥, para todo
a ∈ S0(X ), sabemos que

a⊥ = 0 = ∑
i∈I

ai(δ
i)⊥,

onde (δ i)⊥ indica a projeção perpendicular de δ i em S0(X ). Assim, como ∑i∈I ai = 0, temos
que (δ i)⊥ são iguais para todo6 i ∈ I. Isso posto, invocando a linearidade de f̃1 e f̃2, obtemos que

∑
i∈I

f̃1
(
δ

i)ei +R = ∑
i∈I

[
f̃1

((
δ

i)⊥)+ f̃1

((
δ

i)⊤)]ei +R

= ∑
i∈I

[
f̃1

((
δ

i)⊥)+ f̃2

((
δ

i)⊤)]ei +R

= ∑
i∈I

[
f̃2

((
δ

i)⊥)+ f̃2

((
δ

i)⊤)− c
]

ei +R

= ∑
i∈I

f̃2
(
δ

i)ei +R,

onde c := f̃2

((
δ i)⊥)− f̃1

((
δ i)⊥), de maneira que ρ̃−1( f ), como foi apresentada, independe

da extensão de f tomada.

Ademais, calculemos agora os vetores coordenados de P+(X ). Perceba que a inversa
de 3.1 é dada por

ϕ
−1 : Ξ → P+(X ), (x1,x2, . . . ,xn) ↦→ ∑

i∈J
xiδ

i +

(
1−∑

i∈J
xi

)
δ

n+1.

Desse modo, temos que

∂i(ξ ) :=
∂

∂xi
(ξ ) =

∂ϕ−1

∂xi
(ϕ(ξ )) = δ

i −δ
n+1, i ∈ J,

são tais vetores coordenados.

5 A existência dessa extensão pode ser vista como consequência do Teorema de Hahn-Banach.
6 Os elementos f ∈ kerρ são tais que, para todo a ∈S0(X ), a( f ) = ∑i∈I ai f i = 0. Note que essa última

igualdade é análoga a ∑i∈I ai(δ
i)⊥ = 0. Desse modo, observamos que (δ i)⊥ são iguais para todo i ∈ I.
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Figura 4 – Representação gráfica de P+(X ) para n = 2. É possível observar o aspecto de 2-simplexo de
P+(X )

Fonte: Adaptada de Ay et al. (2017, p 28).

Além disso, como o conjunto {δ i −δ n+1 | i ∈ J} é base para S0(X ), podemos calcular
sua base dual, dada pelos elementos

dxi := ei +R, i ∈ J.

Desse modo, para todo f +R, temos que

f +R =

(
∑
i∈I

f iei

)
+R

= ∑
i∈J

f i (ei +R)+ f n+1

[(
1−∑

i∈J
ei

)
+R

]
= ∑

i∈J
f i (ei +R)−∑

i∈J
f n+1 (ei +R)

= ∑
i∈J

(
f i − f n+1)dxi,

ou seja, nessa base, os elementos f +R possui coeficientes f i − f n+1 para f ∈ F (X ) (AY et

al., 2017).

3.2 A métrica de Fisher
Nesta seção, vamos introduzir a métrica de Fisher não apenas em P+(X ), mas em

M+(X ). Para tal, comecemos estabelecendo, por meio da seguinte definição, o mapa φ̃µ , que
nos será útil.
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Definição 7. (AY et al., 2017) Dado µ ∈ M+(X ), definimos o produto ⟨·, ·⟩µ em F (X ) dado
por

⟨ f ,g⟩µ = µ( f g) ∈ R, f ,g ∈ F (X ), (3.3)

onde f g corresponde ao produto de funções da álgebra F (X ).

Note que o produto acima assemelha-se a uma métrica riemanniana em M+(X ), con-
tudo, tomando valores no espaço cotangente de M+(X ). Assim, podemos pensar em isomor-
fismos entre F (X ) e S (X ) que desempenham a função dos isomorfismos musicais em um
contexto legitimamente riemanniano para 3.3 em M+(X ). O primeiro consiste no isomorfismo,

F (X )−→ S (X ), f ↦−→ ⟨ f , ·⟩µ ,

enquanto o segundo, que compreende o inverso desse primeiro, é dado por

φ̃µ : S (X )→ F (X ), φ̃µ(a) =
da
dµ

:= ∑
i∈I

ai

µi
ei. (3.4)

Isso nos permite definir em S (X ) um produto análogo a 3.3.

Definição 8. (AY et al., 2017) Dado µ ∈ M+(X ), definimos o produto em S (X ) dado por

⟨a,b⟩µ := µ

(
da
dξ

db
dξ

)
= ∑

i∈I

ai

µi

bi

µi
µi

para todo a,b ∈ S (X ), onde da
dµ

db
dµ

denota o produto entre φ̃µ(a) e φ̃µ(b).

Note que ⟨·, ·⟩µ é um produto interno em S (X ). A partir dele, podemos definir uma
métrica riemanniana em M+(X ) que é, de fato, a métrica de Fisher.

Definição 9 (Métrica de Fisher). (AY et al., 2017) Seja µ ∈ M+(X ). Dados A = (µ,a),

B = (µ,b) ∈ TµM+(X ), considere

gµ(A,B) := g(µ)(A,B) := ⟨a,b⟩µ . (3.5)

A métrica riemanniana g tal que g|TµM+(X ) = g(µ) é chamada métrica de Fisher em M+(X ).

Note que, nesse contexto, 3.5 coincide com 2.6, mesmo os elementos de M+(X ) não
sendo, necessariamente, normalizados sobre7 X . Dito isso, podemos induzir a métrica de Fisher
em P+(X ) tratando P+(X ) como subvariedade riemanniana de M+(X ), ou seja, a métrica
de Fisher em P+(X ) pode ser definida como ι*g, que também denotaremos por g. Desse modo,
em P+(X ), a matriz de informação de Fisher tem entradas dadas por8

Gi j(ξ ) = gξ

(
∂i(ξ ),∂ j(ξ )

)
=
〈
δ

i −δ
n+1,δ j −δ

n+1〉
ξ

=
〈
δ

i,δ j〉
ξ
+
〈
δ

n+1,δ n+1〉
ξ
−
〈
δ

i,δ n+2〉
ξ
−
〈
δ

n+1,δ j〉
ξ
,

7 Por normalizados, entende-se que ∑i∈I µi = 1 para todo µ ∈ M+(X ).
8 Fica implícito que, quando escrevemos ∂i(ξ ), estamos nos referindo ao vetor (ξ ,∂i(ξ )) ∈ Tξ P+(X )

para i ∈ J.
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ou seja,

Gi j(ξ ) =

 1
ξi
+ 1

ξn+1
, se i = j

1
ξn+1

, caso contrário,

cuja inversa consiste na matriz de entradas

Gi j(ξ ) =

ξi(1−ξi) , se i = j

−ξiξ j , caso contrário.

Ademais, vamos supor que queiramos estudar variedades mergulhadas em M+(X )

sob a óptica da métrica de Fisher, transferindo para elas, grosso modo, o caráter estatístico de
M+(X ). Nesse contexto, podemos obter a métrica induzida nela pelo mergulho. Sejam, então,
M uma variedade diferenciável de dimensão n e m : M → M+(X ) um mergulho dado por
m(ζ ) = ∑i∈J pi(ζ )δ

i. Fazendo o pullback da métrica de Fisher através desse mergulho, obtemos,
para todo A,B ∈ Tζ M,

g̃(ζ )(A,B) := m*g(ζ )(A,B)

= gm(ζ )

(
∂m
∂A

,
∂m
∂B

)
= ∑

i∈I
mi(ζ )

∂ lnmi

∂A
(ζ )

∂ lnmi

∂B
(ζ ).

Note que a expressão anterior apresenta um formato próximo ao de 2.6, de maneira que a
métrica de Fisher pode ser interpretada como uma métrica riemanniana em M. O que se encontra
por trás disso são as diferenças entre uma abordagem intrínseca e uma extrínseca para se estudar
variedades sob a perspectiva da relação entre geometria e estatística, que é fundante da geometria
da informação. Por um lado, no que foi apresentado acima, a métrica de Fisher foi induzida em
M pelo mergulho, enquanto que, por outro, ela poderia ter sido definida desde o início em M,
forma que será mostrada com mais detalhes em 4.

Mostremos, agora, que (P+(X ),g) possui uma estrutura familiar do ponto de vista
geométrico. Para tal, considere o setor da esfera de raio 2 em F (X ), dado por

S2,+(X ) :=

{
f ∈ F (X )

∣∣∣∣∣ f (xi)> 0, i ∈ I, ∑
i∈I

f (xi)
2 = 4

}
⊂ F (X ).

Considere, também, o difeomorfismo

π
1/2 : P+(X )→ S2,+(X ), ξ = ∑

i∈I
ξiδ

i ↦−→ 2∑
i∈I

√
ξiei.
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Figura 5 – Representação gráfica do difeomorfismo π1/2 entre P+(X ) e S2,+(X )

Fonte: Adaptada de Ay et al. (2017, p 33).

Vamos mostrar que π1/2 é uma isometria entre (P+(X ),g) e (S2,+(X ), g̊), onde g̊ é a
métrica usual9 ⟨·, ·⟩ de F (X )∼= Rn+1 induzida em S2,+(X ).

Proposição 1. (AY et al., 2017) O mapa π1/2 é uma isometria entre P+(X ) com a métrica de
Fisher g e S2,+(X ) com o produto escalar canônico induzido de F (X ), ou seja,〈

∂π1/2

∂A
(ξ ),

∂π1/2

∂B
(ξ )

〉
= gξ (A,B), A,B ∈ Tξ P+(X ).

Em outras palavras, a métrica de Fisher coincide com o pullback da métrica padrão em F (X )

pelo mapa π1/2.

Demonstração. Sejam A = (ξ ,a), B = (ξ ,b) ∈ Tξ P+(X ). Assim, temos que〈
∂π1/2

∂A
(ξ ),

∂π1/2

∂B
(ξ )

〉
=

〈
d
dt

∣∣∣∣
t=0

π
1/2(ξ + ta),

d
dt

∣∣∣∣
t=0

π
1/2(ξ + tb)

〉
= ∑

i∈I

ai√
ξi

bi√
ξi

= ∑
i∈I

ai

ξi

bi

ξi
ξi

= gξ (A,B).

Podemos, desse modo, unir essa proposição ao conhecido fato da geometria riemanniana
de que a esfera S2 ⊂ F (X ) de raio 2 munida da métrica g̊ possui curvatura constante igual a
1/4. Consequentemente, observamos que P+(X ) apresenta essa mesma curvatura.
9 Ou seja, para todo f = ∑i∈I f iei e g = ∑ j∈I g je j elementos de F (X ), a métrica ⟨·, ·⟩ considerada em

F (X ) é ⟨ f ,g⟩= ∑k∈I f kgk.
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Ademais, como foi citado em 2.2.2, entre as opções para se considerar a relevância da
métrica de Fisher, encontra-se o Teorema de Caracterização de Chentsov. Ele nos garante que
essa é a única métrica (a menos de redimensionamento) que é invariante sob determinados mapas
importantes, chamados de morfismos de Markov, sendo, então, a métrica destacada no contexto
de modelos estatístico (DOWTY, 2018). Na definição de tais mapas, aparece o conjunto das
medidas não negativas e normalizadas sobre X , dado por

P(X ) :=

{
ξ ∈ S (X )

∣∣∣∣∣ξi ≥ 0, ∑
i∈I

ξi = 1

}
.

Dito isso, vamos os definir.

Definição 10 (Núcleo de Markov e morfismo de Markov). (AY et al., 2017) Sejam
X = {x1,x2, . . . ,xn+1} e X ′ = {x′1,x

′
2, . . . ,x

′
m+1} dois conjuntos finitos não vazios, com n ≤ m.

Definimos um núcleo de Markov K como um mapa K : X → P(X ′) dado por

K(xi) = Ki :=
m+1

∑
i′=1

Ki
i′δ

i′.

Cada núcleo de Markov K induz um segundo mapa, chamado de morfismo de Markov induzido
por K, denotado por K* e definido como

K* : P(X )→ P(X ′), ξ = ∑
i∈I

ξiδ
i ↦→ ∑

i∈I
ξiKi.

Dizemos que K é congruente se existe uma partição Ai, com i ∈ I, de X ′ tal que Ki
i′ > 0 se, e

somente se, x′i ∈ Ai.

Figura 6 – Representação gráfica das relações entre X , X ′, P(X ) e P(X ′) através de núcleos de
Markov e morfismos de Markov

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba que toda função10 f : X → X ′ induz um núcleo de Markov K f dado por11

10 Por função estamos nos referindo a funções determinísticas.
11 Quando não houver ambiguidade, escreveremos δ f (i) para representar δ I∘ f (xi).
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K f (xi) = δI∘ f (xi), para todo i ∈ I, onde I : X → I é a função índice dada por I(xi) = i para todo
xi ∈ X . Além disso, os núcleos congruente preservam distribuições de probabilidade positivas,
de maneira que, se K é núcleo de Markov congruente e ξ ∈ P+(X ), então K*(ξ ) ∈ P+(X ′)

(AY et al., 2017).

Podemos notar que K* age sobre os elementos de P+(X ) tal como se ele fosse um
mapa linear entre12 S (X ) e S (X ′). De fato, sejam ξ , ν ∈ P+(X ) e a, b ∈ R. Então,

K*(aξ +bν) = ∑
i∈I

(aξ +bν)iKi

= a∑
i∈I

ξiKi +b∑
i∈I

νiKi

= aK*(ξ )+bK*(ν).

Desse modo, podemos esperar que a diferencial de K* em ξ ∈ P+(X ) seja da forma

dξ K* : Tξ P+(X )→ TK*(ξ )P+(X
′), (ξ ,ν −ξ ) ↦→ (K*(ξ ), K*(ν)−K*(ξ ))

e, efetivamente, é. Com efeito, sejam ξ ∈ P+(X ) e A = (ξ ,ν −ξ ) ∈ Tξ P+(X ). Note que,
para ε > 0 suficientemente pequeno, ξ + t(ν −ξ )⊂ P+(X ) para t ∈ (−ε,ε). Desse modo,

dξ K*(A) =
∂K*
∂A

(ξ )

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

K* (ξ + t(ν −ξ ))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
∑
i∈I

ξiKi + t ∑
i∈I

(ν −ξ )iKi

)
= K*(ν)−K*(ξ ).

Assim, a partir disso, podemos enunciar o Teorema da Caracterização de Chentsov13.

Teorema 2 (Teorema de Caracterização de Chentsov). (AY et al., 2017) Atribuímos a cada
conjunto finito e não vazio X uma métrica hX em P+(X ). Se, para cada núcleo de Markov
congruente K : X → P (X ′), temos invariância no sentido

hX (ξ )(A,B) = hX ′(
K*(ξ )

)(
dξ K*(A),dξ K*(B)

)
, (3.6)

então existe uma constante α > 0 tal que hX = αgX para todos os X , onde gX é a métrica de
Fisher em P+(X ).

Demonstração. Primeiramente, seja σ : X → X permutação em X e defina

cX :=
1
n ∑

i∈J
δ

i, n := |X |.

12 Aplicamos essa escolha vocabular menos precisa pois estamos considerando mapas lineares como
definidos entre espaços vetoriais.

13 Mesmo apresentando uma demonstração razoavelmente longa, decidimos a manter no corpo principal
do trabalho, dada a importância desse teorema.
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Denotando (Kσ )* por σ*, temos que

σ* (cX ) = (Kσ )* (cX )

= ∑
i∈J

(cX )i δ
σ(i)

=
1
n ∑

i∈J
δ

σ(i)

= cX ,

ou seja, cX é invariante à esquerda por σ . Seja, então, Ei :=
(
cX ,δ i − cX

)
∈ TcX P+(X ),

com i ∈ J. Desse modo,

dcX σ* (Ei) =
(
σ* (cX ) ,σ*

(
δ

i)−σ* (cX )
)

=
(

cX ,δ σ(i)− cX

)
= Eσ(i),

onde, para tornar a notação mais sucinta, σ(i) corresponde à composição I ∘σ aplicada a xi.
Agora, para cada i, j ∈ J, com i ̸= j, tome σ a transposição de xi e x j, ou seja,

σ(k) =


i, se k = j

j, se k = i

k, caso contrário

Calculando, então, hX
ii (cX ) sob a hipótese da invariância 3.6, obtemos

hX
ii (cX ) = hX

cX
(Ei,Ei)

= hX
σ*(cX ) (dcX σ* (Ei) ,dcX σ* (Ei))

= hX
cX

(
Eσ(i),Eσ(i)

)
= hX

cX

(
E j,,E j

)
= hX

j j (cX ) =: f1 (n) .

Note que f1(n) depende apenas de n, dado que cX depende apenas dele, também. Além disso,
escrevendo a expressão 3.6 para hX

i j (cX ), com i ̸= j, observamos que esses termos da métrica
coincidem entre si. Assim, definindo f2(n) := hX

i j (cX ), podemos perceber que

f1(n)+(n−1) f2(n) = ∑
j∈J

hX
i j (cX )

= ∑
j∈J

hX
(
Ei,E j

)
= hX

(
Ei,∑

j∈J
E j︸ ︷︷ ︸

0

)
,

= 0.
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Consequentemente, f1(n) = (1− n) f2(n). Agora, sejam A = (ξ ,a), B = (ξ ,b) ∈ Tξ P+(X ).
Então,

hX
cX

(A,B) = ∑
i∈J

aibihX
ii (cX )+ ∑

i, j∈J
i ̸= j

aib jhX
i j (cX )

= f1(n)∑
i∈J

aibi + f2(n) ∑
i, j∈J
i̸= j

aib j

= f2(n)

(
−n∑

i∈J
aibi + ∑

i, j∈J
aib j

)

=− f2(n)∑
i∈J

aibi
1
n

=− f2(n)gX
cX

(A,B).

Mostremos, agora, que f2(n) é, de fato, constante. Para tal, seja X̃ = {x̃1, x̃2, . . . , x̃k} conjunto
finito não vazio e defina X ′ := X × X̃ . Considere a partição de X ′ cujos elementos são
conjuntos da forma Ai := {(xi, x̃ j) ∈ X ′ | 1 ≤ j ≤ k}. Desse modo, definimos o núcleo de
Markov

K : X → P
(
X ′) , xi ↦→ Ki =

1
k

k

∑
j=1

δ
(i, j),

cujo morfismo induzido é dado por

K* (cX ) =
1
nk ∑

i∈J

k

∑
j=1

δ
(i, j) = cX ′.

Consequentemente,

dcX K* (Ei) =
(
K* (cX ) ,K*

(
δ

i)−K* (cX )
)

=
(
cX ′,K*

(
δ

i)− cX ′
)

=

(
cX ,

1
k

k

∑
j=1

(
δ
(i, j)− 1

nk ∑
l∈J

k

∑
m=1

δ
(l,m)

))

=
1
k

k

∑
j=1

E ′
(i, j),

onde E ′
(i, j) :=

(
cX ′,δ

(i, j)− cX ′

)
. Sejam, então, r, s ∈ J, com r ̸= s. Assim, aplicando a invari-

ância 3.6, podemos escrever

f2(n) = hX
cX

(Er,Es)

= hX ′
cX ′

(
1
k

k

∑
l=1

E ′
(r,l),

1
k

k

∑
m=1

E ′
(s,m)

)

=
1
k2

k

∑
l,m=1

hX ′
cX ′

(
E ′
(r,l),E

′
(s,m)

)
= f2(nk).
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Invertendo a função de n e k, obtemos f2(k) = f2(nk) = f2(n), de maneira que fica mostrado
que f2 é independente da cardinalidade de X . Além disso, como hX

ii (cX ) =− f2(n)gX
ii (cX )

para todo i ∈ J, temos que − f2(n)> 0. Denotando − f2(n) por α , vamos estender a igualdade
hX = αgX para todos os pontos de P+(X ). Visando isso, considere ξ ∈ P+(X ) cujas
coordenadas na base canônica de S (X ) são racionais, ou seja,

ξ = ∑
i∈J

ki

n
δ

i, ∑
i∈J

ki = n.

Sejam, também, X̃i conjuntos de cardinalidade ki, com i ∈ J, e que denotaremos por
X̃i := {x̃i

1, x̃
i
2, . . . , x̃

i
ki
}. Assim, defina o conjunto

X ′ :=
n⋃

i=1

(
{xi}× X̃i

)
e considere o núcleo da Markov

K : X → P+(X
′), xi ↦→

1
ki

ki

∑
j=1

δ
(i, j). (3.7)

Note que

K*(ξ ) = ∑
i∈J

ki

n
1
ki

ki

∑
j=1

δ
(i, j)

=
1
n ∑

i∈J

ki

∑
j=1

δ
(i, j)

= cX ′

e que, dado A = (ξ ,a) ∈ P+(X ),

dξ K*(A) = (cX ′,K*(a)) =

(
cX ′,∑

i∈J

ki

∑
j=1

ai

ki
δ
(i, j)

)
.

Desse modo, aplicando a invariância 3.6, obtemos, para todo A = (ξ ,a), B = (ξ ,b) ∈ P+(X ),
que

hX
ξ
(A,B) = hX ′

K*(ξ )

(
dξ K*(A),dξ K*(B)

)
= αgX ′

cX ′

(
dξ K*(A),dξ K*(B)

)
= α ∑

i∈J
n

aibi

k2
i

ki

= αgX
ξ
(A,B).

Como 3.7 sempre pode ser construído para todo ξ ∈P+(X ) com coordenadas racionais, temos
que a sequência de igualdades acima é verdadeira para todo ξ nessas condições. Como hX e
αgX coincidem nesses pontos e como Q é denso em R, temos que hX = αgX .
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O teorema anterior nos mostra que a métrica de Fisher em modelos estatísticos sob
conjuntos finitos é uma métrica destacada, uma vez que ela é a única, a menos de redimensi-
onamentos, que é invariante por morfismos de Markov. Como esses morfismos são induzidos
por núcleos de Markov, um questionamento razoável diz respeito ao significado de tais funções
dentro da teoria estatística. Eles são, de maneira não muito precisa, consequência de construções
advindas de estatísticas.

Definição 11 (Estatística). (SCHWACHHÖFER et al., 2018) Dados dois conjuntos finitos não
vazios X = {x1,x2, . . . ,xn} e X ′ = {x′1,x

′
2, . . . ,x

′
m}, uma estatística entre eles é uma função

κ : X ′ →X . Já um núcleo de Markov K : X →P(X ′) é dito congruente com respeito a κ se

κ*K(xi) := κ* ∘K(xi) = δ
i,

para todo i ∈ J.

Figura 7 – Representação gráfica das relações entre X , X ′, P(X ) e P(X ′) através de núcleos de
Markov congruentes com respeito à estatística κ : X → X ′

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, seja K : X →P (X ′) um núcleo de Markov entre os conjuntos finitos não vazios
X = {x1,x2, . . . ,xn} e X ′ = {x′1,x

′
2, . . . ,x

′
m} e suponha que exista κ : X ′ → X estatística tal

que K é congruente em relação a ela. Tome, então, a partição de X ′ cujos elementos são
Ai := κ−1(xi), chamada de partição de X ′ induzida por κ . Como

δ
κ( j) = Kκ

(
x′j
)
=

m

∑
l=1

(Kκ)
j
l δ

l,

temos, então, que

κ*K
(
x j
)
=

m

∑
i=1

K j
i ∑

l∈J
(Kκ)

i
l δ

l

=
m

∑
i=1

K j
i δ

κ(i)

= δ
j,
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onde a última igualdade advém da congruência em relação a κ . Queremos mostrar que K é
congruente, então, por um lado, m ≥ n por hipótese. Por outro lado, dado ξ̃ ∈ P(X ′), temos
que

κ*
(

ξ̃

)
=

m

∑
j=1

ξ j (Kκ)
j

=
m

∑
j=1

ξ j ∑
i∈J

(Kκ)
j
i δ

i

=
m

∑
j=1

ξ jδ
κ( j),

ou seja, n ≥ m e, consequentemente, n = m. Posto isso, suponha que, para x′r ∈ X ′, κ(x′r) = x j.
Então, dada a igualdade das cardinalidades, a expressão κ*K(x j) = δ j conduz a Ki

r = 1 > 0. Já
se, para x′r ∈ P(X ′), tivermos que K j

r > 0, então

K j
r δ

κ(r)+
m

∑
i=1
i ̸=r

K j
i δ

κ(i) = δ
j,

onde fica claro que κ(x′r) = x j. Logo, vemos que K é congruente no sentido definido em 10. Em li-
teraturas como (SCHWACHHÖFER et al., 2018), dado um núcleo de Markov K : X → P(X ′),
a existência de uma estatística tal que ele é congruente a ela é tomada como a definição de
congruência para K. O que mostramos acima é que essa definição induz aquela que havíamos
apresentado, porém, exige a suposição de que |X ′| ≥ |X |, que compõe parte de 10. Agora, dada
κ : X ′ →X , com |X ′| ≥ |X |, considere a partição de X ′ induzida por κ e K : X →P(X ′)

um núcleo de Markov congruente com respeito a essa partição14. Sabemos que

κ*K(x j) =
m

∑
i=1

K j
i δ

κ(i),
m

∑
i=1

K j
i = 1,

o que implica que, para x′r1
, x′r2

, . . . , x′rk
∈ X ′, K j

rl > 0, com l = 1, 2, . . . , k. Da congruência de
K, obtemos, então, que

κ*K
(
x j
)
=

k

∑
i=1

K j
ri

δ
j = δ

j.

Desse modo, observamos que, por outro lado, a definição 10 para congruência induz diretamente
a definição via estatística. Isso abre precedentes para que a relação entre essas definições possa
ser analisada através de estatísticas destacadas, chamadas de estatísticas suficientes. Vamos as
definir para conjuntos não vazios finitos, que consistem no caso que envolve a discussão acima,
porém a definição abaixo continua válida para subconjuntos de Rn e para conjuntos discreto de
cardinalidade infinita contável.
14 Note que esse núcleo existe. Por exemplo, tome K : X → P(X ′) dado por

K(xi) = ∑
k∈Ai

1
|Ai|

δ
k

para todo xi ∈ X e onde k ∈ Ai denota os k tais que x′k ∈ Ai.
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Definição 12 (Estatística suficiente). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Sejam X , X ′ conjuntos
não vazios finitos e seja κ : X →X ′ uma estatística que transforma o valor da variável aleatória
X em Y = κ(X). Então, dada a distribuição p(x;ξ ) de X , isso determina a distribuição q(y;ξ )

que governa Y . Considerando

r(x;ξ ) =
p(x;ξ )

q(κ(x);ξ )
,

se r(x;ξ ) não depende de ξ para todo x, dizemos que κ é uma estatística suficiente.

Desse modo, para uma estatística suficiente κ : X → X ′, podemos escrever

p(x;ξ ) = q(κ(x);ξ )r(x),

de maneira que fica evidente que q(κ(x);ξ ) compreende a dependência de p(x;ξ ) em ξ (AMARI;
NAGAOKA, 2000). Em outras palavras, a suficiência de κ pode ser entendida como a carac-
terística dessa estatística que expressa o fato de que nenhuma outra estatística sobre a mesma
amostra é capaz de fornecer mais informação acerca do parâmetro ξ (FISHER, 1922). Por meio
disso, o Teorema de Chentsov pode ser pensado em termos de estatísticas, em especial, sob a
perspectiva das estatísticas suficientes.

3.3 Conexões mistura e exponencial

Essa seção é dedicada a apresentar conexões lineares através das quais é possível escrever
o análogo15 de rank 3 da métrica de Fisher. Comecemos, então, definindo duas funções entre
espaços tangentes de M+(X ).

Definição 13. (AY et al., 2017) Dados µ, µ̃ ∈ M+(X ), definimos os mapas

Π̃
(m)
µ,µ̃

: TµM+(X )−→ Tµ̃M+(X ), Π̃
(e)
µ,µ̃

: TµM+(X )−→ Tµ̃M+(X )

(µ,a) ↦−→ (µ̃,a) (µ,a) ↦−→
(

µ̃,
(

φ̃
−1
µ̃

∘ φ̃µ

)
(a)
)
,

onde φ̃ é dada por 3.4.

Dados dois campos A,B∈X(M+(X )), seja γ : (−ε,ε)→M+(X ) uma curva suave tal
que γ(0)= µ e γ̇(0)= aµ , com A(µ)= (µ,aµ). Representando B(γ(t))=

(
γ(t),bγ(t)

)
, definimos

a operação
∂b

∂aµ

(µ) := lim
t→0

1
t

(
bγ(t)−bµ

)
.

Observe que a expressão acima consiste em A(µ) agindo como derivação em cada função
coordenada de B escrito em um referencial. Assim, vemos que ela é independe da escolha de γ .
Posto isso, definamos a conexão mistura.
15 Estamos nos referindo ao tensor de Amari-Chentsov, que será apresentado em 3.4.
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Definição 14 (Conexão mistura). (AY et al., 2017) Chamamos de conexão mistura em M+(X )

ou m-conexão em M+(X ) o mapa

∇̃
(m) : X(M+(X ))×X(M+(X ))−→ X(M+(X ))

(A,B) ↦−→ ∇̃
(m)
A B,

dado por

∇̃
(m)
A B(µ) =

(
µ,

∂b
∂aµ

(µ)

)
.

É fácil ver que ∇̃(m) é, de fato, uma conexão linear em M+(X ). Além disso, podemos ob-
servar que Π̃

(m)
µ,γ(t) é operador transporte paralelo ao longo da curva suave γ : (−ε,ε)→ M+(X )

tal que γ(0) = µ . Apresentemos, agora, a conexão exponencial.

Definição 15 (Conexão exponencial). (AY et al., 2017) Chamamos de conexão exponencial em
M+(X ) ou e-conexão em M+(X ) o mapa

∇̃
(e) : X(M+(X ))×X(M+(X ))−→ X(M+(X ))

(A,B) ↦−→ ∇̃
(e)
A B,

dado por

∇̃
(e)
A B(µ) =

(
µ,

∂b
∂aµ

(µ)−
(

daµ

dµ

dbµ

dµ

)
µ

)
. (3.8)

Perceba que, assim como ∇̃(m), a conexão exponencial configura-se como uma conexão
linear em M+(X ). Além disso, é fácil ver que Π̃

(e)
µ,γ(t) é seu operador de transporte paralelo ao

longo de γ tal qual Π̃
(m)
µ,γ(t) é para ∇̃(m). Vale pontuar que em diversos trabalhos de geometria

da informação16, a introdução das conexões ∇̃(m) e ∇̃(e) é feita partindo desses operadores
de transportes paralelos. Contudo, como essa é uma abordagem menos comum em geometria
riemanniana, decidimos as definir sem fazer uso deles, porém demarcando quem eles são. Isso
justifica termos definido esses operadores mesmo não os usando na definição de ∇̃(m) e ∇̃(e).

Dito isso e apresentadas ∇̃(m) e ∇̃(e), chamamos de m-geodésicas e e-geodésicas as
geodésicas com respeito a, respectivamente, ∇̃(m) e ∇̃(e). Usaremos os superíndices (m) e (e)

para nos referirmos às grandezas que dizem respeito a ∇̃(m) e ∇̃(e), nessa ordem. Calculemos
então as m- e e-geodésicas.

Proposição 2. (AY et al., 2017) As m- e e-geodésicas maximais com ponto inicial µ ∈M+(X )

e velocidade inicial a ∈ TµM+(X ) são

γ̃
(m) :

(
t−, t+

)
−→ M+(X )

t ↦−→ µ + ta
16 Como exemplos, podemos citar (NIELSEN, 2022), (AMARI, 2016) e o próprio (AY et al., 2017).
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com
t− :=−min

{
µi

ai

∣∣∣∣ i ∈ I, ai > 0
}
, t+ := min

{
µi

|ai|

∣∣∣∣ i ∈ I, ai < 0
}

sob a convenção min∅=+∞, e

γ̃
(e) : R −→ M+(X )

t ↦−→ exp
(

t
da
dµ

)
µ.

Demonstração. Comecemos pelo caso da m-conexão. Para encontrarmos as m-geodésicas, pre-
cisamos resolver a equação da geodésica. Assim, dado µ ∈ M+(X ), por um lado, temos
que

gµ

(
∇̃
(m)
i ∂ j(µ),∂k

)
= gµ

(
∑
l∈I

Γ̃
(m)l
i j (µ)∂l,∂k

)
=

Γ̃
(m)k
i j (µ)

µk
,

onde17 ∇̃
(m)
i := ∇̃

(m)
∂i

. Por outro lado,

gµ

(
∇̃
(m)
i ∂ j(µ),∂k

)
= gµ

(
∑
l∈I

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(
∂ j
)

γ(t),l δ
l,∂k

)
= 0.

Desse modo,
Γ̃
(m)k
i j ≡ 0

para todo i, j,k ∈ I e, consequentemente, a equação da geodésica se resume a

γ̈(t) = 0,

cuja solução, impondo as condições γ(0) = µ ∈ M+(X ) e γ̇(0) = a ∈ TµM+(X ), é

γ̃
(m)(t) = µ + ta.

Como os elementos de M+(X ) têm coordenadas estritamente positivas em BS (X ), γ̃(m) está
definida no intervalo maximal (t−, t+), com t− e t+ dados de acordo com o enunciado.

Agora, para o caso da e-conexão, sabemos que

gµ

(
∇̃
(e)
i ∂ j(µ),∂k

)
=

Γ̃
(e)k
i j (µ)

µk
.

Em contrapartida,

gµ

(
∇̃
(e)
i ∂ j(µ),∂k

)
= gµ

(
∂
(
∂ j
)

∂ (∂i)µ

(µ)−

(
d (∂i)µ

dµ
·

d (∂i)µ

dµ

)
µ,∂k

)

= gµ

(
−∑

l∈I

1
µl

(∂i)µl
(
∂ j
)

µl δ
l,∂k

)
=− 1

µ2
k

δi jδik.

17 Omitimos o ponto de aplicação dos campos coordenados, uma vez que ele está subentendido, ou seja,
∂i denota ∂i(µ).
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Desse modo, obtemos que

Γ̃
(e)k
i j (µ) =− 1

µk
δi jδik

para todo i, j,k ∈ I e para todo µ ∈ M+(X ). Assim, a equação da geodésica se escreve como

γ̈ − γ̇2

γ
= 0,

cuja solução, impondo as mesma condições que imprimimos para o caso da m-conexão, é
simplesmente

γ̃
(e)(t) = exp

(
t

da
dµ

)
µ = ∑

i∈I
µie

t ai
µi δ

i.

Como a exponencial é função estritamente positiva, M+(X ) é geodesicamente completo em
relação a ∇̃(e).

Corolário 1. (AY et al., 2017) Os mapas exponenciais ẽxp(m) e ẽxp(e) respectivos a ∇̃(m) e ∇̃(e)

são dados por

ẽxp(m) : T −→ M+(X )

(µ,a) ↦−→ µ +a,

com

T := {(µ, µ̃ −µ) ∈ TM+(X ) | µ, µ̃ ∈ M+(X )} ,

e

ẽxp(e) : TM+(X )−→ M+(X )

(µ,a) ↦−→ exp
(

da
dµ

)
µ.

Demonstração. Para o caso da m-conexão, dado (µ,a) ∈ T , considere γ̃(m) com γ̃(m)(0) = µ e
˙̃γ
(m)

(0) = a e tome t = 1, ou seja,

ẽxp(m)(µ,a) = γ̃
(m)(1) = µ +a.

Através dessa expressão, é possível notar que, se (µ,a) /∈ T com µ ∈ M+(X ), então a+µ ≤ 0
e, por consequência, ẽxp(m)(µ,a) não está definido. Assim, ẽxp(m) está definido em T . Reprodu-
zindo analogamente o que foi feito acima para o caso da e-conexão, obtemos que

ẽxp(e)(µ,a) = γ̃
(e)(1) = exp

(
da
dµ

)
µ,

que está definido para todo (µ,a) ∈ TM+(X ).
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Figura 8 – Exemplo de m- e e-geodésica em M+(X ) no caso de dimM+(X ) = 2. Como ∇̃(m) possui
símbolos de Christoffel nulos, suas geodésicas são retas em M+(X ), enquanto as de ∇̃(e) são
exponenciais

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos observar que ∇̃(m) e ∇̃(e) podem ser induzidas em P+(X ). Denotando
a m-conexão em P+(X ) por ∇(m), temos que, para todo A,B ∈ X(P+(X )) e para todo
ξ ∈ P+(X ),

∇
(m)
A B(ξ ) = ∇̃

(m)

Ã
B̃(ξ ),

onde Ã, B̃ ∈ X(U) são, respectivamente, extensões suaves de A e B a um aberto U de M+(X )

contendo P+(X ). Vamos mostrar que essas extensões realmente existem.

Proposição 3. Seja A : P+(X )→ M função suave entre variedades. Então, existem U aberto
de M+(X ) contendo P+(X ) e Ã : U → M função suave tal que Ã

∣∣∣
P+(X )

= A.

Demonstração. Como A é suave, para cada ξ ∈ P+(X ), existem Uξ aberto de M+(X ) con-

tendo ξ e Ãξ : Uξ → M função suave tal que Ãξ

∣∣∣
Uξ∩P+(X )

= A. Assim, {Uξ | ξ ∈ P+(X )} é

uma cobertura aberta para P+(X ). Seja, então, {ϕξ}ξ∈P+(X ) partição da unidade subordinada
a essa cobertura. Para cada µ ∈ M+(X ), defina

Cµ :=
{

ξ ∈ P+(X ) | µ ∈ supp(ϕξ )
}
.

Defina, também,

U :=
⋃

ξ∈P+(X )

Uξ

e a função
Ã : U −→ M, µ ↦−→ ∑

ξ∈Cµ

ϕξ (µ)Ãξ (µ).
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É imediato que Ã é suave e, além disso, para todo ξ̃ ∈ P+(X ),

Ã(ξ̃ ) = ∑
ξ∈C

ξ̃

ϕξ (ξ̃ )Ãξ (ξ̃ ) = ∑
ξ∈C

ξ̃

ϕξ (ξ̃ )Aξ (ξ̃ ) = A(ξ̃ ),

ou seja, Ã
∣∣∣
P+(X )

= A.

Assim, mostrada a existência das extensões de A e B campos de vetores suaves de
P+(X ), vamos demonstrar que ∇

(m)
A B ∈ X(P+(X )). Sendo Ã, B̃ extensões suaves, respecti-

vamente, de A e B a um aberto U ⊃ P+(X ) de M+(X ), temos que

∇
(m)
A B(µ) = ∇̃

(m)

Ã
B̃(µ)

=

(
µ,

∂ b̃(µ)
∂ ãµ

)

=

(
µ,∑

i∈I

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
b̃γ(t)

)
i
δ

i

)

Como

∑
i∈I

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(
b̃γ(t)

)
i
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

[
∑
i∈I

(
b̃γ(t)

)
i

]

= lim
t→0

∑i∈I

(
b̃γ(t)

)
i
−∑i∈I

(
b̃γ(0)

)
i

t

= lim
t→0

∑i∈I
(
bγ(t)

)
i −∑i∈I

(
bγ(0)

)
i

t

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

[
∑
i∈I

(
bγ(t)

)
i

]
︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

concluímos que ∇
(m)
A B ∈ X(P+(X )). É fácil notar que a suavidade de ∇

(m)
A B advém da sua-

vidade das suas entradas. Além disso, o cálculo acima deixa claro que ∇
(m)
A B não depende das

extensões tomadas para A e B, tampouco do aberto U . Desse modo, podemos definir a conexão
mistura ∇(m) em P+(X ), grosso modo, como a restrição de ∇̃(m) a TP+(X ). Esse processo
não pode ser realizado, de maneira geral, para ∇̃(e) devido ao termo

(
daµ

dµ

dbµ

dµ

)
µ em 3.8. A fim

de lidarmos com esse contratempo, para todo ξ ∈ P+(X ) e para todo A,B ∈ X(P+(X )),
projetamos ∇̃

(e)
Ã

B̃(ξ ) em Tξ P+(X ), onde Ã, B̃ são extensões suaves de A e B, respectivamente,
definidas em um aberto U ⊃ P+(X ) de M+(X ). Para tal, vamos obter uma expressão para
essa projeção.

Proposição 4. (AY et al., 2017) Sendo M+(X ) munida com a métrica de Fisher, dado
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µ ∈ M+(X ), para todo a ∈ S (X ), a é decomposto em a = Π⊤
µ a+Π⊥

µ a, com

Π
⊥
µ a = ∑

i∈I

(
ai −µi ∑

j∈I
a j

)
δ

i ∈ S0(X ),

Π
⊤
µ a = ∑

i∈I

(
µi ∑

j∈I
a j

)
δ

i.

Demonstração. Como a métrica de Fisher g é não degenerada, sabemos que existe S0(X )⊥

tal que S0(X )∩S0(X )⊥ = {0}, de maneira que a = Π⊤
µ a+Π⊥

µ a para todo a ∈ S (X ).
Afirmamos que S0(X )⊥ = R ·µ := {λ µ | λ ∈ R}. De fato, seja b ∈ S0(X ). Então, para todo
µ ∈ M+(X ),

gµ((µ,b),(µ,c)) = 0 ⇔ ∑
i∈I

1
µi

bici = 0 ⇔ ci = λ µi, λ ∈ R.

Assim, para todo µ ∈ M+(X ), a ∈ S (X ) e λ ∈ R,

Π
⊥
µ a =

gµ(a,λ µ)

gµ(λ µ,λ µ)
(λ µ)

= gµ(a,µ)µ

= ∑
i∈I

(
µi ∑

j∈I
a j

)
δ

i.

Consequentemente,
Π

⊤
µ a = a−Π

⊥
µ a

= ∑
i∈I

aiδ
i −∑

i∈I

(
µi ∑

j∈I
a j

)
δ

i

= ∑
i∈I

(
ai −µi ∑

j∈I
a j

)
δ

i.

Isso posto, dados A,B ∈ X(P+(X )) e ξ ∈ P+(X ), considere Ã, B̃ extensões suaves
de A e B, respectivamente, a um aberto U ⊃ P+(X ) de M+(X ). Assim, defina a e-conexão
em P+(X ) por

∇
(e)
A B(ξ ) = Π

⊤
ξ

∇̃
(e)
Ã

B̃(ξ ) ∈ Tξ P+(X ).

Escrevendo a expressão acima em coordenadas, obtemos

∇
(e)
A B(ξ ) =

(
ξ ,∑

i∈I

[
∂ b̃i

∂ ãξ

(ξ )− 1
ξi

ãξ ib̃ξ i −ξi

(
∑
j∈I

∂ b̃ j

∂ ãξ

(ξ )− 1
ξi

ãξ jb̃ξ j

)]
δ

i

)

=

(
ξ ,∑

i∈I

[
∂bi

∂aξ

(ξ )− 1
ξi

aξ ibξ i +ξi

(
∑
j∈I

1
ξ j

aξ jbξ j

)]
δ

i

)

=

(
ξ ,

∂b
∂aξ

(ξ )−
(

daξ

dξ

dbξ

dξ

)
ξ +gξ

(
Aξ ,Bξ

)
ξ

)
.
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No cálculo acima, fica evidente que ∇
(e)
A B independe das extensões Ã, B̃ tomadas. Por

conseguinte, não faremos distinção lexográfica entre os campos A e B e suas extensões durante o
cálculo de ∇

(e)
A B. Agora, repetindo o que foi feito para as conexões mistura e exponencial em

M+(X ), vamos calcular as m- e e-geodésicas.

Proposição 5. (AY et al., 2017) As m- e e-geodésicas maximais com ponto inicial ξ ∈ P+(X )

e velocidade inicial a ∈ Tξ P+(X ) são

γ
(m) :

(
t−, t+

)
−→ P+(X )

t ↦−→ ξ + ta

com

t− :=−min
{

ηi

ai

∣∣∣∣ i ∈ I, ai > 0
}
, t+ := min

{
ηi

|ai|

∣∣∣∣ i ∈ I, ai < 0
}

e
γ
(e) : R −→ P+(X )

t ↦−→
exp
(

t da
dξ

)
ξ

(
exp
(

t da
dξ

))ξ .

Demonstração. Precisamos provar apenas o caso referente à e-conexão, uma vez que aquele
relativo à m-conexão segue diretamente de 2. Assim, escrevendo a equação da geodésica para
∇(e), temos

∇
(e)
γ̇(t)γ̇(t) =

(
γ(t),∑

i∈I

[
∂ γ̇i

∂ γ̇γ(t)
(γ(t))− γ̇2(γ(t))

γ(t)
− γi(t)

(
∑
j∈I

γ̇2
j (γ(t))

γ j(t)

)]
δ

i

)
= (γ(t),0)

ou18, equivalentemente,

γ̈ − γ̇2

γ
+ γ ∑

i∈I

γ̇2
i

γi
= 0, (3.9)

cuja solução, impondo as condições γ(0) = ξ ∈ P+(X ) e γ̇(0) = a ∈ Tξ P+(X ), é

γ
(e)(t) =

exp
(

t da
dξ

)
ξ

(
exp
(

t da
dξ

))ξ = ∑
i∈I

ξie
t ai

ξi

∑ j∈I ξ je
t

a j
ξ j

δ
i. (3.10)

De fato, primeiramente19,

γ(0) = ∑
i∈I

ξie0

∑ j∈I ξ je0 δ
i = ∑

i∈I
ξiδ

i = ξ .

18 Para manter a notação mais sucinta, escrevemos ∇
(e)
γ̇(t)γ̇(t) para ∇

(e)
γ̇(γ(t))γ̇(γ(t)), convenção que usaremos

quando formos expressar a equação da geodésica em termos explícitos de alguma derivada covariante.
19 A fim de tornar a notação menos densa, nos cálculos que seguem até o fim desta demonstração,

denotaremos γ(e) apenas por γ .
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Calculando as coordenadas de γ̇(t) e γ̈(t), temos que

γ̇i(t) = γi(t)

(
ai

ξi
−∑

j∈I
γ j(t)

a j

ξi

)
,

γ̈i(t) = γi(t)

(
ai

ξi
−∑

j∈I
γ j(t)

a j

ξ j

)2

− γi(t)∑
j∈I

γ̇ j(t)
a j

ξ j
. (3.11)

Desse modo, vemos que

γ̇(0) = γi(0)

(
ai

ξi
−∑

j∈I
γ j(0)

a j

ξ j

)
= ξi

(
ai

ξi
−∑

i∈I
ξ j

a j

ξ j

)
= ai.

Substituindo a expressão 3.11 no lado esquerdo de 3.9, obtemos(
γ̈(t)− γ̇(t)

γ(t)
+ γ(t)∑

j∈I

γ̇ j(t)
γ j(t)

)
i

= γ̈i(t)−
γ̇2

i (t)
γi(t)

+ γi(t)∑
j∈I

γ̇ j(t)2

γ j(t)

= γi(t)

(
ai

ξi
−∑

j∈I
γ j(t)

a j

ξ j

)2

− γi(t)∑
j∈I

γ̇ j(t)
a j

ξ j

− γi(t)

(
ai

ξi
−∑

j∈I
γ j(t)

a j

ξ j

)2

+ γi(t)∑
j∈I

γ̇ j(t)
a j

ξ j

= 0.

Logo, as e-geodésicas em P+(X ) são da forma

γ
(e)(t) =

exp
(

t da
dξ

)
ξ

(
exp
(

t da
dξ

))ξ ,

com ξ ∈ P+(X ) e a ∈ S0(X ). Por fim, observando 3.10, vemos que, para todo t ∈ R, γ(e) é
normalizada e tem todas as entradas positivas.

Corolário 2. (AY et al., 2017) Os mapas exponenciais exp(m) e exp(e) respectivos a ∇(m) e ∇(e)

são dados por
exp(m) : T −→ P+(X )

(ξ ,a) ↦−→ ξ +a,

com

T :=
{(

ξ , ξ̃ −ξ

)
∈ TP+(X )

∣∣∣ ξ , ξ̃ ∈ P+(X )
}
,

e
exp(e) : TP+(X )−→ P+(X )

(ξ ,a) ↦−→
exp
(

da
dξ

)
ξ

(
exp
(

da
dξ

))ξ .
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Demonstração. Novamente, é fácil ver que precisamos mostrar apenas o caso da e-conexão,
em que basta tomar t = 1 em γ(e)(t) para obter a expressão para exp(e) dada pelo enunciado e
definida em todo TP+(X ).

Figura 9 – Exemplo de m- e e-geodésica em P+(X ) no caso de dimP+(X ) = 2

Fonte: Adaptada de Ay et al. (2017, p 47).

3.4 O tensor de Amari-Chentsov

Apresentadas as conexões mistura e exponencial tanto em M+(X ) quanto P+(X ),
podemos, a partir delas, expressar o tensor de Amari-Chentsov. Ele, junto à métrica de Fisher,
constitui, grosso modo, uma estrutura por meio da qual autores como Steffen Lauritzen definem
variedades estatísticas (AY et al., 2017; LAURITZEN, 1987).

Definição 16 (Tensor de Amari-Chentsov). (AY et al., 2017) Para cada µ ∈M+(X ), definimos
o tensor de Amari-Chentsov T em M+(X ) como o campo tensorial 3-covariante definido por

Tµ(A,B,C) := T (µ)(A,B,C) := gµ

(
∇̃
(m)
A B(µ)− ∇̃

(e)
A B(µ),C(µ)

)
para todo µ ∈ M+(X ) e para todo A,B,C ∈ X(M+(X )).

Sendo A, B, C ∈ X(M+(X )) e usando a notação A(µ) = (µ,aµ), B(µ) = (µ,bµ),
C(µ) = (µ,cµ), é perceptível que

Tµ(A,B,C) = ∑
i∈I

µi
aµi

µi

bµi

µi

cµi

µi
(3.12)
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De fato

Tµ(A,B,C) = ∑
i∈I

(
∇̃
(m)
A B(µ)− ∇̃

(e)
A B(µ)

)
i

µi

cµi

µi
µi

= ∑
i∈I

µi

µi

(
∂bi

∂aµ

(µ)− ∂bi

∂aµ

(µ)+
1
µi

aµibµi

)
cµi

µi

= ∑
i∈I

µi
aµi

µi

bµi

µi

cµi

µi
.

Como é de se imaginar, podemos definir o tensor de Amari-Chentsov em P+(X ) apenas
substituindo ∇̃(m) e ∇̃(e), respectivamente, por ∇(m) e ∇(e). Assim, para todo ξ ∈ P+(X ) e
para todo A,B,C ∈ X(P+(X )), o tensor de Amari-Chentsov em P+(X ) é dado por

Tξ (A,B,C) := T (ξ )(A,B,C) := gξ

(
∇
(m)
A B(ξ )−∇

(e)
A B(ξ ),C(ξ )

)
.

Desse modo, podemos, tal qual fizemos para T em M+(X ), calcular a expressão para o tensor
de Amari-Chentsov em termos de coordenadas. Com efeito,

Tξ (A,B,C) = ∑
i∈I

(
∇
(m)
A B(ξ )−∇

(e)
A B(ξ )

)
i

ξi

cξ i

ξi
ξi

= ∑
i∈I

1
ξi

[
∂bi

∂aξ

(ξ )− ∂bi

∂aξ

(ξ )+
1
ξi

aξ ibξ i −ξi

(
∑
j∈I

1
ξ j

aξ jbξ j

)]
cξ i

ξi
ξi,

ou seja,

Tξ (A,B,C) = ∑
i∈I

aξ i

ξi

bξ i

ξi

cξ i

ξi
ξi,

para todo ξ ∈ P+(X ) e para todo A,B,C ∈ X(P+(X )). Por esse cálculo, podemos observar
que o termo adicional que viria da projeção de ∇̃

(e)
A B não aparece na expressão anterior devido à

soma das coordenadas de C ser nula na base BS (X ).

Ademais, como foi apresentado através do Teorema de Chentsov, a métrica de Fisher é
caracterizada em P+(X ) sob sua invariância por morfismos de Markov. Cabe destacar que tal
caracterização pode ser estendida ao tensor de Amari-Chentsov em P+(X ), como expresso no
teorema abaixo.

Teorema 3. (AY et al., 2017) Atribua a cada conjunto finito não vazio X um campo tensorial 3-
covariante não trivial SX em P+(X ). Se, para cada núcleo de Markov congruente K : X →X ′,
houver a invariância no sentido

SX
ξ
(A,B,C) = SX ′

K*(ξ )

(
dξ K*(A),dξ K*(B),dξ K*(C)

)
,

então existe uma constante α ̸= 0 tal que SX = αT X para todo X , onde T X denota o tensor
de Amari-Chentsov em P+(X ).
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A demonstração desse teorema é análoga à demonstração de 2, sendo igualmente longa
e não acrescentando novas argumentações. Contudo, dado que esse também é um teorema
importante no contexto de geometria da informação sobre conjuntos finitos, decidimos apresentar
a demonstração dele em A. É importante pontuar que (AY et al., 2017) enuncia esse teorema
seguindo as mesmas conclusões de 2, afirmando que α > 0. Entretanto, α ser estritamente posi-
tiva, no contexto de 2, é uma característica que advém da métrica de Fisher ser positivo definida.
Para observar que α pode assumir valores estritamente negativos, considere SX :=−T X , em
que todas as hipóteses de 3 são satisfeitas e α =−1.

Observando tanto 3.5 quanto 3.12, é fácil notar que podemos estender a definição desses
campos tensoriais em M+(X ) para um campo n-covariante, com n ≥ 1. Desse modo, para todo
V (1),V (2), . . . ,V (n) ∈ X(M+(X )), defina

τ
n
µ

(
V (1),V (2), . . . ,V (n)

)
:= τ

n(µ)
(

V (1),V (2), . . . ,V (n)
)

:= ∑
i∈I

µi
v(1)

µi

µi

v(2)
µi

µi
. . .

v(n)
µi

µi
,

com V (i)(µ) =
(

µ,v(i)µ

)
para i ∈ I (AY et al., 2017). Claramente, τ2 = g e τ3 = T . Além disso,

dado um mergulho p : M → M+(X ) de uma variedade diferenciável M em M+(X ), podemos
realizar o pullback de τn para M através desse mergulho. Sendo V1,V2, . . . ,Vn ∈ X(M), então,
para todo q ∈ M,

τ
n
q (V1, . . . ,Vn) := p* (τn)q (V1, . . . ,Vn)

= τ
n
p(q)

(
∂ p
∂V1

, . . . ,
∂ p
∂Vn

)
= ∑

i∈I

1
pi(q)n−1

∂ pi

∂V1
(q) . . .

∂ pi

∂Vn
(q)

ou seja,

τ
n
q (V1, . . . ,Vn) = ∑

i∈I
pi(q)

∂ ln pi

∂V1
(q)

∂ ln pi

∂V2
(q) . . .

∂ ln pi

∂Vn
(q).

Considere, agora, o mapa multilinear

Ln
X :

n︷ ︸︸ ︷
F (X )×·· ·×F (X )−→ R

( f1, f2, . . . , fn) ↦−→ ∑
i∈I

f i
1 f i

2 . . . f i
n

Perceba que ele é natural, sendo uma generalização da métrica usual do Rn em

F (X )n :=

n︷ ︸︸ ︷
F (X )×·· ·×F (X ).

Considere, também, o mapa

π
1/n : M+(X ) ↦−→ F (x)

µ ↦−→ n∑
i∈I

µ
1
n
i ei.
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Calculando o pullback de Ln
X através de π1/n, obtemos

Ln
X

(
dµπ

1/n (V1) , . . . , dµπ
1/n (Vn)

)
= Ln

X

(
∂π1/n

∂V1
(µ), . . . ,

∂π1/n

∂Vn
(µ)

)

= ∑
i∈I

(
µ

1−n
n

i v1i

)
. . .

(
µ

1−n
n

i vni

)
= τ

n
µ (V1, . . . ,Vn)

para todo V1, V2, . . . , Vn ∈ X(M+(X )). Assim, vemos que τn surge de forma orgânica através
do pullback de Ln

X por π1/n. Como τn é uma generalização de g e T , é legítimo questionar se,
para todo n ≥ 1, τn é o único campo tensorial n-covariante não trivial em P+(X ) invariante
por morfismos de Markov. A resposta para essa indagação é negativa. Com efeito, para n = 4,
considere os campos tensoriais abaixo, apresentados em (AY et al., 2017) e definidos em P+(X )

para todo V1,V2,V3,V4 ∈ X(P+(X )):

τ
{1,2}{3,4} (V1,V2,V3,V4) = τ

2 (V1,V2)τ
2 (V3,V4) = g(V1,V2)g(V3,V4)

τ
{1,3}{2,4} (V1,V2,V3,V4) = τ

2 (V1,V3)τ
2 (V2,V4) = g(V1,V3)g(V2,V4) .

Assuma, agora, que, para cada conjunto finito e não vazio X , associamos os campos tensoriais
τ{1,2}{3,4} e τ{1,3}{2,4}. Devido à invariância da métrica de Fisher por morfismos de Markov,
essa invariância estende-se a esses campos tensoriais. De fato, para todo ξ ∈ P+(X ) e para
todo V1,V2,V3,V4 ∈ X(P+(X )), temos que(

τ
{1,2}{3,4}

)X

ξ

(V1,V2,V3,V4)= gX
ξ

(V1,V2)gX
ξ

(V3,V4)

= gX ′

K*(ξ )

(
dξ K* (V1) ,dξ K* (V2)

)
gX ′

K*(ξ )

(
dξ K* (V3) ,dξ K* (V4)

)
=
(

τ
{1,2}{3,4}

)X ′

K*(ξ )

(
dξ K* (V1) ,dξ K* (V2) ,dξ K* (V3) ,dξ K* (V4)

)
.

Analogamente, para τ{1,3}{2,4}, vemos que(
τ
{1,3}{2,4}

)X

ξ

(V1,V2,V3,V4) =
(

τ
{1,3}{2,4}

)X ′

K*(ξ )

(
dξ K* (V1) ,dξ K* (V2) ,dξ K* (V3) ,dξ K* (V4)

)
.

Entretanto, não existe constante α ̸= 0 tal que τ{1,2}{3,4} = ατ{1,3}{2,4}. Realmente, para todo
ξ ∈ P+(X ) e para todo V1,V2,V3,V4 ∈ X(P+(X )), considere a sequência de igualdades(

τ
{1,2}{3,4}

)X

ξ
(V1,V2,V3,V4)−α

(
τ
{1,3}{2,4}

)X

ξ
(V1,V2,V3,V4) =

= gξ (V1,V2)gξ (V3,V4)−αgξ (V1,V3)gξ (V2,V4)

= gξ

(
V1,gξ (V3,V4)V2

)
−gξ

(
V1,αgξ (V2,V4)V3

)
,

que, dada a arbitrariedade dos campos Vi, i = 1,2,3,4, é igual a zero se, e somente se,

gξ (V3,V4)V2 −αgξ (V2,V4)V3 = 0.

Assim, fica claro que não existe α ̸= 0 que satisfaça a igualdade acima.
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Os campos τ{1,2}{3,4} e τ{1,3}{2,4} são exemplos dos chamados tensores canônicos re-
ferentes, neste caso, às partições P1 = {{1,2}{3,4}} e P2 = {{1,3}{2,4}}, respectivamente.
Os tensores canônicos podem ser utilizados para mostrar a inexistência de um teorema de
caracterização como o de Chentsov para τn em P+(X ) com n ≥ 4.

Definição 17 (Tensor canônico). (AY et al., 2017) Seja X conjunto finito não vazio denotado
por X = {x1,x2, . . . ,xm+1}. Dada uma partição P = {P1,P2, . . . ,Pr} de X , associamos a ela
uma bijeção

πP :
⋃

i∈{1,...,r}
({i}×{1,2, . . . ,ni}) ,

onde ni = |Pi| e tal que πP ({i}×{1,2, . . . ,ni}) = Pi, para i = 1,2, . . . ,r. Ela está definida a
menos de permutações dos elementos de Pi. Definimos o n-tensor canônico de P como o campo
tensorial n-covariante τP dado, para todo µ ∈ M+(X ) e para todo V1,V2, . . . ,Vn ∈ TµM+(X ),
como

τ
P
µ (V1,V2, . . . ,Vn) := τ

P(µ)(V1,V2, . . . ,Vn) :=
r

∏
i=1

τ
ni
µ

(
VπP(i,1),VπP(i,2), . . . ,VπP(i,ni)

)
,

onde πP é uma notação sucinta para a composição I∘πP e onde

τ
ni
µ

(
VπP(i,1), . . . ,VπP(i,ni)

)
= ∑

j∈I

1

µ
ni−1
j

vπP(i,1) j
. . .vπP(i,ni) j.

Munidos dessa definição, estudemos a invariância de τn para n ≥ 4.

Proposição 6. Seja X um conjunto finito não vazio. Para n ≥ 4, não existe caracterização de
campos tensoriais n-covariante não triviais em P+(X ) através de invariância por morfismos de
Markov induzidos por núcleos de Markov congruentes.

Demonstração. Suponha que n seja par e considere Part02(X ) o conjunto de todas as parti-
ções de X tais que os elementos delas possuem cardinalidade 2. Em outras palavras, todo
P ∈ Part02(X ) é uma coleção de dupletos de X . Sejam, então, P1,P2 ∈ Part02(X ). Escrevendo
P1 = (P1

1 ,P
1
2 , . . . ,P

1
r ) e P2 = (P2

1 ,P
2
2 , . . . ,P

2
r ), suponha que não exista permutação

σ : {1,2, . . . ,r}→ {1,2, . . . ,r}

tal que
P2 =

(
P1

σ(1),P
1
σ(2), . . . ,P

1
σ(r)

)
.

Considere os tensores canônicos dessas partições restritos a P+(X ). Para todo ξ ∈ P+(X ) e
para todo V1,V2, . . . ,Vn ∈ Tξ P+(X ), temos que

τ
P1
ξ
(V1,V2, . . . ,Vn) =

r

∏
i=1

gξ

(
Vπ p1(i,1),Vπ p1(i,2)

)
,

τ
P2
ξ
(V1,V2, . . . ,Vn) =

r

∏
j=1

gξ

(
Vπ p2( j,1),Vπ p2( j,2)

)
.
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Note que a invariância de ambos por morfismos de Markov induzidos por núcleos de Markov
congruentes advém da invariância da métrica de Fisher. Além disso, como não existe σ tal qual
foi colocada, τP1 ̸= τP2 . Suponha por absurdo que exista constante α ̸= 0 tal que τP1 = ατP2 .
Assim, para todo ξ ∈ P+(X ) e para todo V1,V2, . . . ,Vn ∈ Tξ P+(X ),

τ
P1
ξ
(V1,V2, . . . ,Vn)−ατ

P1
ξ
(V1,V2, . . . ,Vn) = 0

se, e somente se,
r

∏
i=1

gξ

(
Vπ p1(i,1),Vπ p1(i,2)

)
−α

r

∏
j=1

gξ

(
Vπ p2( j,1),Vπ p2( j,2)

)
= 0. (3.13)

Utilizando, novamente, da não existência de σ , existem k, k̃ tais que apenas um dos ele-
mentos de P1

k é igual a um dos elementos de P2
k̃

. Sem perda de generalidade, suponha que

πP1(k,1) = πP2

(
k̃,1
)

e πP1(k,2) ̸= πP2

(
k̃,2
)

. Assim, 3.13 é verdadeira se, e somente se,

gξ

(
V

πP1(k,1),VπP1(k,2)

) r

∏
i ̸=k

gξ

(
V

πP1(i,1),VπP1(i,2)

)
−αgξ

(
V

πP2(k̃,1),VπP2(k̃,2)

) r

∏
j ̸=k̃

gξ

(
V

πP2( j,1),VπP2( j,2)

)
= 0

que, por sua vez, é válida se, e somente se,
r

∏
i ̸=k

gξ

(
V

πP1(i,1),VπP1(i,2)

)
V

πP1(k,2)−α

r

∏
j ̸=k̃

gξ

(
V

πP2( j,1),VπP2( j,2)

)
V

πP2(k̃,2) = 0.

Como πP1(k,2) ̸= πP2

(
k̃,2
)

, a igualdade acima apenas é verdadeira se
{

V
πP1(k,2),VπP2(k̃,2)

}
for

um conjunto linearmente dependente, o que é um absurdo, pois V1,V2, . . . ,Vn ∈ Tξ P+(X ) foram
tomados arbitrariamente. Logo, para n par, não existe uma caracterização de τn via invariância
por morfismos de Markov induzidos por núcleos de Markov congruentes. Já se n for ímpar,
seja Part32(X ) o conjunto das partições de X que contém r := n−3

2 dupletos e um conjunto de
cardinalidade 3. Assim, sejam P1,P2 ∈ Part32(X ). Como antes, escrevendo P1 = (P1

1 ,P
1
2 , . . . ,P

1
r )

e P2 = (P2
1 ,P

2
2 , . . . ,P

2
r ), suponha que não exista permutação

σ : {1,2, . . . ,r+1}→ {1,2, . . . ,r+1}

tal que
P2 =

(
P1

σ(1),P
1
σ(2), . . . ,P

1
σ(r+1)

)
.

Além disso, suponha, sem perda de generalidade, que P1
l e P2

l̃
são os conjuntos de dois elementos

de P1 e P2, respectivamente. Considere, agora, os tensores canônicos dessas partições. Para todo
ξ ∈ P+(X ) e para todo V1,V2, . . . ,Vn ∈ Tξ P+(X ), temos que

τ
P1
ξ
(V1, . . . ,Vn) = Tξ

(
V

πP1(l,1),VπP1(l,2),VπP1(l,3)

) r

∏
i=1

gξ

(
V

πP1(i,1),VπP1(i,2)

)
τ

P2
ξ
(V1, . . . ,Vn) = Tξ

(
V

πP2(l̃,1),VπP2(l̃,2),VπP2(l̃,3)

) r

∏
j=1

gξ

(
V

πP2( j,1),VπP2( j,2)

)
.
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A invariância desses campos por morfismos de Markov induzidos por núcleos de Markov
congruentes advém da invariância de g e de T . A partir deste ponto, a argumentação segue
análoga ao caso de n par. Como não existe σ tal como foi colocada, τ

P1
ξ

̸= τ
P2
ξ

. Suponha, por

absurdo, que exista constante α ̸= 0 tal que τ
P1
ξ

= ατ
P2
ξ

. Novamente, da não existência da

permutação σ , existem k, k̃ tais que apenas um elemento de P1
k é igual a um dos elementos de

P2
k̃

. Sem perda de generalidade, vamos supor que πP1(k,1) = πP2

(
k̃,1
)

e πP1(k,2) ̸= πP2

(
k̃,2
)

.
Desse modo, para todo ξ ∈ P+(X ) e para todo V1,V2, . . . ,Vn ∈ Tξ P+(X ),

τ
P1
ξ
(V1, . . . ,Vn)−ατ

P2
ξ
(V1, . . . ,Vn) = 0

se, e somente se,

Tξ

(
VπP1(l,1)

,VπP1(l,2)
,VπP1(l,3)

) r

∏
i̸=k

gξ

(
VπP1(i,1)

,VπP1(i,2)

)
V

π P̃1(k,2)

−αTξ

(
V

πP2(l̃,1),VπP2(l̃,2),VπP2(l̃,3)

) r

∏
j ̸=k̃

gξ

(
VπP2( j,1),VπP2( j,2)

)
V

πP2(k̃,2) = 0.

Contudo, essa igualdade apenas é verdadeira se
{

V
πP1(k,2),VπP2(k̃,2)

}
for um conjunto linear-

mente dependente, o que é um absurdo.

Um fato interessante é que τ1 é nulo em P+(X ), uma vez que, para todo ξ ∈ P+(X )

e para todo V ∈ Tξ P+(X ), τ1
ξ
(V ) = ∑

m+1
i=1 vi = 0. Devido a isso, na argumentação acima, não

utilizamos partições que contém singletos, já que seus tensores canônicos são triviais.

3.5 As α-conexões

Retornando ao estudo das conexões tanto em M+(X ) quanto em P+(X ), as conexões
mistura e exponencial nesses espaços podem ser entendidas como casos destacados dentro
de família de conexões lineares: as α-conexões. Em contrapartida, elas também permitem a
definição dessa família, como segue abaixo.

Definição 18 (α-conexões). (AY et al., 2017) Seja α ∈ [−1,1]. Definimos a α-conexão ∇̃(α)

em M+(X ) como a combinação convexa20

∇̃
(α) :=

1−α

2
∇̃
(m)+

1+α

2
∇̃
(e) = ∇̃

(m)+
1+α

2

(
∇̃
(e)− ∇̃

(m)
)
.

É perceptível que, como combinação convexa de conexões lineares em M+(X ), ∇̃(α)

também é uma conexão linear nessa variedade. Além disso, é importante pontuar que o tensor de
Amari-Chentsov pode ser interpretado, grosso modo, como uma medida de quanto a métrica

20 Por combinação convexa de ∇̃(m) e ∇̃(e) entende-se uma combinação dessas conexões tal que os
coeficientes são não negativos e têm soma unitária.
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de Fisher distingue a α-conexão da conexão mistura. Em outras palavras, dados A,B,C ∈
X(M+(X )), podemos escrever

g
(

∇̃
(α)
A B,C

)
= g

(
∇̃
(m)
A B,C

)
+

1+α

2
g
(

∇̃
(e)
A B− ∇̃

(m)
A B,C

)
= g

(
∇̃
(m)
A B,C

)
− 1+α

2
T (A,B,C),

onde, em termos das coordenadas canônicas e para todo µ ∈ M+(X ), ∇
(α)
A B é dado por

∇̃
(α)
A B(µ) =

(
µ,∑

i∈I

(
∂bi

∂aµ

(µ)− 1+α

2
aµibµi

µi

)
δ

i

)
.

Ademais, sendo ∇̃(α) uma conexão em M+(X ), podemos calcular as geodésicas maxi-
mais com respeito a ela, chamadas de α-geodésicas21.

Proposição 7. A α-geodésica maximal em M+(X ) com ponto inicial µ ∈ M+(X ) e veloci-
dade inicial a ∈ TµM+(X ) é dada por

γ̃
(α) :

(
t−, t+

)
−→ M+(X )

t ↦−→
(

µ
1−α

2 + t
(1−α)

2
µ
− 1+α

2 a
) 2

1−α

,

onde

t− :=−min
{

2µi

(1−α)ai

∣∣∣∣ i ∈ I,ai > 0
}
, t+ := min

{
2µi

(1−α) |ai|

∣∣∣∣ i ∈ I,ai < 0
}
.

Demonstração. Considere µ ∈ M+(X ). Então, os símbolos de Christoffel de ∇̃(α) são

Γ̃
(α)k
i j (µ) = gµ

(
∇̃
(α)
i ∂ j,∂k

)
µk

= µk

(
gµ

(
∇̃
(m)
i ∂ j,∂k

)
− 1+α

2
Tµ

(
∂i,∂ j,∂k

))
=−1+α

2
µkTµ

(
∂i,∂ j,∂k

)
ou seja,

Γ̃
(α)k
i j (µ) =−1+α

2µk
δi jδik.

Assim, a equação da geodésica escreve-se como

γ̈ − 1+α

2
γ̇

γ
= 0.

21 Tal qual foi feito para as m- e e-conexões, indicaremos as grandezas referentes a ∇̃(α) adicionando a
elas o prefixo “α-” ou o superíndice “(α)”.
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Afirmamos que, impondo as condições iniciais γ(0) = µ ∈ M+(X ) e γ̇(0) = a ∈ TµM+(X ),
a solução da equação anterior é

γ̃
(α)(t) =

(
µ

1−α

2 + t
1−α

2
µ
− 1+α

2 a
) 2

1−α

.

De fato, primeiramente, perceba que γ̃(α)(0) = µ . Além disso, note que

˙̃γ
(α)

(t) =
a

µ
α+1

2
·

(
a(1−α)t

2µ
α+1

2
+µ

1−α

2

) 1+α

1−α

e que

¨̃γ
(α)

(t) =
a2

2
(1+α)

µα+1

(
µ

1−α

2 +
a(1−α)t

2µ
α+1

2

) 2α

1−α

,

onde a2 = ∑i∈I a2
i . Dessa maneira,

˙̃γ
(α)

(0) =
a

µ
α+1

2
µ

1+α

2 = a

e

¨̃γ
(α)− 1+α

2

˙̃γ
(α)2

γ̃(α)
=

a2

2
(1+α)

µα+1

(
µ

1−α

2 +
a(1−α)t

2µ
α+1

2

) 2α

1−α

− 1+α

2
a2

µα+1

(
µ

1−α

2 +
a(1−α)t

2µ
α+1

2

) 2(1+α)
1−α

(
µ

1−α

2 +
a(1−α)

2µ
α+1

2

) −2
1−α

= 0.

Logo, γ̃(α) é α-geodésica satisfazendo as condições iniciais propostas. Perceba que γ̃(α) está
bem definida para22

µ
1−α

2 + t
1−α

2
µ
− 1+α

2 a > 0.

Assim, para i ∈ I, estudemos a desigualdade acima dividindo esse estudo em dois casos. Primeiro,
suponha que ai > 0. Então,

µ
1−α

2
i + t

(1−α)

2
µ
− 1+α

2
i ai > 0 ⇔ 2µi + t(1−α)ai > 0 ⇔ t >

2µi

(1−α)ai
.

Já, se ai < 0,

µ
1−α

2
i + t

(1−α)

2
µ
− 1+α

2
i ai > 0 ⇔ 2µi − t(1−α)(−ai)> 0 ⇔ t <

2µi

(1−α)(−ai)
.

Desse modo, concluímos que γ(α) está definida em (t+, t−), onde

t− :=−min
{

2µi

(1−α)ai

∣∣∣∣ i ∈ I,ai > 0
}
, t+ := min

{
2µi

(1−α) |ai|

∣∣∣∣ i ∈ I,ai < 0
}
.

22 Isso expressa o fato do polinômios xβ , com β ∈ R, ser definido, usualmente, como xβ := eβ ln(x).
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Por conseguinte, com ∇̃(α), M+(X ) não é geodesicamente completa. Para verificar tal
fato, fixe µ ∈ M+(X ) e a ∈ TµM+(X ) e considere α =−1. Nesse caso, γ̃(α) = µ + ta, que
consiste em uma reta passando por µ com direção a e que, claramente, não fica contida em
M+(X ). Analisemos, agora, o que ocorre quanto α tende a 1 pela esquerda, uma vez que α = 1
na expressão 6 produz uma indeterminação. Para tal, observe que

lim
α→1−

(
at(1−α)

2µ
α+1

2
+µ

1−α

2 −1
)

1−α
=

µ ln µ +at
2µ

Fazendo a mudança de variável

β =

(
µ

1−α

2 + t
(1−α)

2
µ
− 1+α

2 a−1
)−1

,

temos, quando α → 1−, que β →+∞. Logo,

lim
α→1−

(
µ

1−α

2 + t
(1−α)

2
µ
− 1+α

2 a
) 2

1−α

=

[
lim

β→+∞

(
1+

1
β

)β
] µ ln µ+at

µ

= e
µ ln µ+at

µ

= µe
at
µ ,

ou seja, quando α tende a 1 pela esquerda, a α-geodésica γ(α)(t) se aproxima cada vez mais da
curva dada pela exponencial µeat/µ . Essa é uma das justificativas para chamar a conexão ∇(e) de
conexão exponencial, uma vez que ∇(1) = ∇(e). Discutido isso, calculemos o mapa exponencial
relativo à α-conexão.

Figura 10 – Representação gráfica de α-geodésicas com dimM+(X ) = 2 e α =−1,−1
2 ,0 e 1. Para que

se possa identificar as proporção, foram tomados µ = (1,2) e a = (−4,5)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Corolário 3. O mapa exponencial ẽxp(α) respectivo a ∇̃(α) é dado por

ẽxp(α) : W̃ −→ M+(X )

(µ,a) ↦−→
(

µ
1−α

2 +
(1−α)

2
µ
− 1+α

2 a
) 2

1−α

,

com

W̃ (α) :=

{
(µ,a) ∈ TM+(X )

∣∣∣∣∣ µ ∈ M+(X ), a ∈ S (X ), min
{

2µi

(1−α)|ai|

∣∣∣∣ i ∈ I
}
> 1

}
.

Demonstração. Dado (µ,a) ∈ TM+(X ), observamos que, devido aos limites de definição t−

e t+ de γ̃(α), ẽxp(α) é definido em W̃ (α) ⊂ TM+(X ), com W̃ (α) conforme o enunciado. Assim,
para cada (µ,a) ∈ W̃ (α), considere a α-geodésica γ̃(α) tal que γ̃(α)(0) = µ e ˙̃γ

(α)
= a. Tomando

t = 1, obtemos

ẽxp(α)(µ,a) = γ̃
(α)(1) =

(
µ

1−α

2 +
(1−α)

2
µ
− 1+α

2 a
) 2

1−α

.

Agora, com o intuito de definirmos as α-conexões ∇(α) em P+(X ), projetemos ∇̃(α)

em P+(X ), isto é, para todo ξ ∈ P+(X ) e para todo A,B ∈ Tξ P+(X ),

∇
(α)
A B(ξ ) := Π

⊤
ξ

(
∇̃
(α)
A B(ξ )

)
,

onde Π⊤
ξ

é dada por 4. Perceba que, para cada ξ ∈ P+(X ), Π⊤
ξ

é linear. Usando esse fato,
observamos que

∇
(α)
A B(ξ ) = Π

⊥
ξ

(
∇̃
(m)
A B(ξ )+

1+α

2

(
∇̃
(e)
A B(ξ )− ∇̃

(m)
A B(ξ )

))
= ∑

i∈I

{
∂bi

∂aξ

(ξ )+
1+α

2

[
∂bi

∂aξ

(ξ )− 1
ξi

aξ ibξ i +ξi

(
∑
j∈I

1
ξ j

aξ jbξ j

)
− ∂bi

∂aξ

(ξ )

]}
δ

i

ou seja,

∇
(α)
A B(ξ ) =

(
ξ ,∑

i∈I

(
∂bi

∂aξ

(ξ )− 1+α

2

[
aξ ibξ i

ξi
−ξi ∑

j∈I

aξ jbξ j

ξ j

])
δ

i

)
.

Assim, escrevendo a equação das α-geodésicas em P+(X ), obtemos

∇
(α)
γ̇(t)γ̇(t) =

(
γ(t),∑

i∈I

(
γ̈i(γ(t))−

1+α

2

[
γ̇2(γ(t))

γi(t)
− γi(t)∑

j∈I

γ̇2
j (γ(t))

γ j(t)

])
δ

i

)
= (γ(t),0)

ou, mais diretamente,

γ̈ − 1+α

2

(
γ̇2

γ
− γ ∑

i∈I

γ̇2
i

γi

)
= 0, (3.14)
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cuja solução γ(α) é única sob as condições iniciais

γ
(α)(0) = ξ ∈ P+(X ) e γ̇

(α) = a ∈ Tξ P+(X ).

Analisando 3.14, é perceptível que sua resolução apresenta elevada dificuldade, uma vez que
3.14 consiste em um sistema de equações diferenciais não lineares de segunda ordem com
dependências não lineares entre si e com α ∈ [−1,1] arbitrário. Os autores de (AY et al., 2017),
com base no trabalho (MOROZOVA; CHENTSOV, 1991), propõem o ansatz de solução

γ
(α)(t) = ∑

i∈I

ξi

(
1+ τξ ,a(t)

1−α

2
ai
ξi

) 2
1−α

∑ j∈I ξ j

(
1+ τξ ,a(t)

1−α

2
a j
ξ j

) 2
1−α

δ
i

em termos de uma reparametrização τξ ,a(t) desconhecida, mas provida das propriedades

τξ ,a(0) = 0 e τ̇ξ ,a(0) = 1.

No caso em que α =−1, γ(α) = γ(m) e, consequentemente, τξ ,a(t) = t. Já, quando α tende a 1
pela esquerda, podemos observar que

lim
α→1−

ξi

(
1+ τξ ,a(t)

1−α

2
ai

ξi

) 2
1−α

= ξi exp
(

aiτξ ,a(t)
ξi

)
,

lim
α→1−

∑
j∈I

ξ j

(
1+ τξ ,a(t)

1−α

2
a j

ξ j

) 2
1−α

= ∑
j∈I

ξ j exp
(

a jτξ ,a(t)
ξ j

)
,

de maneira que

lim
α→1−

γ
(α)(t) = ∑

i∈I

ξi exp
(

aiτξ ,a(t)
ξi

)
∑ j∈I ξ j exp

(
a jτξ ,a(t)

ξ j

)δ
i.

Como γ(α) → γ(e) quando α → 1−, comparando a expressão anterior com a fornecida por 5 para
as e-geodésicas, observamos que, neste segundo caso limite, τξ ,a iguala-se a23 t. Nesses dois
casos destacados, a expressão para τξ ,a(t) é facilmente identificada, uma vez que são conhecidas
as m- e e-geodésicas. Sem tal condição, essa tarefa torna-se mais complexa.

Ademais e por fim, as α-conexões, compreendidas como generalizações das conexões
mistura e exponencial, podem ser entendidas, assim como a métrica de Fisher e o tensor de
Amari-Chentsov, como “estruturas”24 que fornecem um caráter dualístico entre geometria e
estatística em um contexto finito. Elas foram apresentadas como grandezas no espaço das medidas
de probabilidade sobre um conjunto finito não vazio X induzidas do espaço de medidas finitas
sobre esse mesmo conjunto. Agora, estudemos como essas estruturas podem ser introduzidas de
maneira intrínseca em uma variedade riemanniana, conjuntura que se classifica como o estudo
das variedades estatísticas.
23 Rigorosamente, como o que foi feito neste caso para justificar a expressão para τξ ,a(t) foi a realização

de um limite, a afirmação mais precisa é que τξ ,a(t) tende assintoticamente a t quando α tende a 1
pela esquerda.

24 Essa escolha de nomenclatura ficará clara no início capítulo seguinte.
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CAPÍTULO

4
VARIEDADES ESTATÍSTICAS E

VARIEDADES DUALÍSTICAS

4.1 Estruturas dualística e estatística em uma variedade
diferenciável

Em 2, apresentamos os modelos estatísticos como objetos que, primeiramente, são usados
dentro da estatística mas que, da forma que foram postos, possuem um potencial geométrico
intrínseco. Neste capítulo, seguindo os ideários de Amari e Nagaoka e as noções desenvolvidas
por Lauritzen, iniciaremos os estudos já com uma variedade riemanniana, munido-a com estrutu-
ras que refletem os aspectos estatísticos desenvolvidos em 2. Para tal, comecemos definindo o
que são conexões duais.

Definição 19 (Conexões duais). (NIELSEN, 2020) Seja (M,g) uma variedade riemanniana
munida de uma conexão linear ∇. Uma conexão linear ∇* nessa variedade é dita ser dual a ∇

com respeito a g se1, para todo A,B,C ∈ X(M),

Cg(A,B) = g(∇CA,B)+g(A,∇*
CB). (4.1)

A definição anterior pode ser interpretada, então, como um enfraquecimento da noção de
compatibilidade com a métrica, usualmente atrelada à conexão de Levi-Civita. Essa última pode
ser entendida, por 4.1, como uma conexão autodual, ou seja, uma conexão tal que ∇ = ∇*. Além
disso, observando 4.1, é perceptível que tomar a conexão dual2 é um processo involutivo, ou
seja, (∇*)* = ∇ para todo par de conexões lineares duais entre si (NIELSEN, 2020).
1 Em algumas literaturas, como em (NIELSEN, 2020), essas conexões podem ser chamadas de conjuga-

das uma a outra com respeito a g. Além disso, quando ficar subentendida a métrica riemanniana g,
omitiremos a designação “com respeito a g”.

2 Dadas duas conexões duais ∇, ∇* com respeito a uma métrica riemanniana, tomar a dual de uma delas,
digamos ∇, é um processo chamado de dualização ou conjugação de ∇.
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Apresentada, então, a noção de dualidade entre conexões, usemos-na para definir varie-
dades dualísticas.

Definição 20 (Variedade dualística). (AY et al., 2017) Seja M uma variedade diferenciável. Uma
estrutura dualística em M é uma tripla ordenada (g,∇,∇*), onde3 g é uma métrica riemanniana
em M e ∇,∇* são duas conexões duais com respeito a g. A quádrupla ordenada (M,g,∇,∇*) é
chamada de variedade dualística.

Assim, conhecido já o fato de que as α-conexões são livres de torção, é esperado que
estruturas dualísticas livres de torção4 desempenham uma função destacada. De fato, elas são
utilizadas para definir o que Steffen Lauritzen chamou de tensor de assimetria (LAURITZEN,
1987).

Definição 21 (Tensor 3-simétrico). (AY et al., 2017) Sejam ∇,∇* conexões livres de torção e
duais com respeito a uma métrica riemanniana g em uma variedade diferenciável M. Então, o
campo tensorial 3-covariante

T := g(∇*−∇, ·) (4.2)

em5 M é chamado um tensor 3-simétrico da estrutura dualística (g,∇,∇*).

Essa definição é motivada pelo conceito de variedade estatística, de maneira que uma
estrutura dualística em uma variedade diferenciável induz uma estrutura estatística nela.

Definição 22 (Variedade estatística). (AY et al., 2017) Uma estrutura estatística em uma va-
riedade diferenciável M consiste em uma métrica riemanniana g e em um campo tensorial
covariante T de rank 3 e simétrico em todos os seus argumentos. Uma variedade estatística é
uma variedade diferenciável M equipada com uma estrutura estatística6.

Ademais, a expressão 4.2 em um sistema de coordenadas de M escreve-se como

Ti jk = Γ
*
i jk −Γi jk, (4.3)

onde Γ*
i jk e Γi jk correspondem, respectivamente, aos símbolos de Christoffel de ∇* e ∇ com um

índice abaixado. De fato,

Ti jk = g
(
∇
*
i ∂ j −∇i∂ j,∂k

)
= ∑

l∈J

(
Γ
*l
i j −Γ

l
i j

)
glk = Γ

*
i jk −Γi jk.

Mostremos, agora, que, para além do nome, T é simétrico em seus argumentos.
3 Neste capítulo, tanto g quanto T não indicam, necessariamente, a métrica de Fisher e o tensor de

Amari-Chentsov, nessa ordem.
4 Por “estruturas dualísticas livres de torção"entende-se estruturas dualísticas em que ∇ e ∇* são livres

de torção.
5 Usualmente, a expressão 4.2 é denotada por T := ∇*−∇.
6 Por completude, podemos pontuar que duas estruturas dualísticas são equivalentes em uma variedade

estatística quando elas se diferem por um difeomorfismo.
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Proposição 8. (AY et al., 2017) Um tensor 3-simétrico T de uma estrutura dualística em uma
variedade diferenciável M é simétrico em seus três índices.

Demonstração. Como ∇ e ∇* são livres de torção, pela 4.3, observamos que Ti jk é simétrico
nos índices i e j. Assim, precisamos mostrar apenas que ele é simétrico em j e k. Por um lado,
como ∇ e ∇* são duais um em relação ao outro, então, para todo A,B,C ∈ X(M), temos que

Ag(B,C) = g(∇AB,C)+g(B,∇*
AC) . (4.4)

Por outro lado, sabemos que

Ag(B,C) = (∇Ag)(B,C)+g(∇AB,C)+g(B,∇AC) . (4.5)

Comparando 4.4 e 4.5, obtemos que

(∇Ag)(B,C) = g(B,(∇*
A −∇A)C) .

Escrevendo a igualdade acima em termos de um sistema de coordenadas arbitrário em M, temos
a sequência de igualdades

(∇ig)
(
∂ j,∂k

)
= (∇ig) jk

= g
(
∂ j, (∇

*
i −∇i)∂k

)
= g

(
∂ j, ∑

l∈J

(
Γ
*l
ik −Γ

l
ik

)
∂l

)
= ∑

l∈J
g jl

(
Γ
*l
ik −Γ

l
ik

)
= Tik j.

Como (∇ig)
(
∂ j,∂k

)
= (∇ig)

(
∂k,∂ j

)
, Ti jk é simétrico nos índices j e k.

É importante salientar que uma estrutura estatística conduz a uma estrutura dualística,
como expressa o seguinte teorema.

Teorema 4. (AY et al., 2017) Uma métrica riemanniana g e um tensor 3-simétrico em uma
variedade diferenciável M induz uma estrutura dualística livre de torção em M.

Demonstração. Seja ∇(0) a conexão de Levi-Civita de g. Defina, para todo A,B,C ∈ X(M), a
conexão ∇ por

∇AB := ∇
(0)
A B− 1

2
H (A,B),

onde H é definida por
g(H (A,B),C) = T (A,B,C).

Desse modo, observamos que

g(∇AB,C) = g
(

∇
(0)
A B,C

)
− 1

2
T (A,B,C),
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de maneira que ∇AB é linear sobre funções suaves em A e sobre escalares reais em B. Além
disso, para toda função suave em M,

g(H (A, f B),C) = T (A, f B,C) = f T (A,B,C) = g( f H (A,B),C)

e, consequentemente,

∇A( f B) = ∇
(0)
A ( f B)− 1

2
H (A, f B)

=
∂ f
∂A

B+ f ∇
(0)
A B− f

2
H (A,B)

=
∂ f
∂A

B+ f ∇AB,

,

ou seja, ∇ segue a regra do produto para conexões. Assim, ∇ é uma conexão linear em M.
Perceba que, como

g(H (A,B),C) = T (A,B,C) = T (B,A,C) = g(H (B,A),C)

para todo A,B,C ∈ X(M), H é simétrico. Como consequência, temos que o tensor de torção τ

de ∇ é
τ(A,B) = ∇AB−∇BA− [A,B]− 1

2
(H (A,B)−H (B,A))

= ∇
(0)
A B−∇

(0)
B A− [A,B]

= 0

para todo A,B ∈ X(M). Defina, agora, a conexão ∇* em M, também para todo A,B ∈ X(M),
dada por

∇
*
AB = ∇

(0)
A B+

1
2
H (A,B).

Pelos mesmos argumentos utilizados para ∇, ∇* é uma conexão linear livre de torção em M.
Além disso,

Ag(B,C) = g
(

∇
(0)
A B,C

)
+g
(

B,∇(0)
A C

)
= g

(
∇
(0)
A B,C

)
+g
(

B,∇(0)
A C

)
− 1

2
T (A,B,C)+

1
2

T (A,C,B)

= g(∇AB,C)+g(B,∇*
AC)

para todo A,B,C ∈ X(M), ou seja, ∇* é dual a ∇ em relação a g.

Desse modo, observamos que existe uma relação bidirecional entre uma estrutura du-
alística e uma estrutura estatística. Há autores, como os de (AY et al., 2017), que classificam
essa última como “mais compacta”7 que a primeira, permitindo a definição de uma família de
conexões livres de torção e indexadas por α ∈ [−1,1], dadas por

∇
(α)
A B := ∇

(0)
A B− α

2
H (A,B), (4.6)

7 Por “mais compacta”, entende-se que (g,T ) é mais geral que (g,∇,∇*), induzindo não apenas uma,
mas infinitamente muitas estruturas dualísticas em M.
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para todo A,B ∈ X(M), sendo essa família a das já conhecidas α-conexões. Pelos mesmos
argumentos desenvolvidos na demonstração de 4, ∇(α) é, de fato, uma conexão livre de torção
em M cuja conexão dual é dada por

∇
(−α)
A B := ∇

(0)
A B+

α

2
H (A,B).

Outrossim, é claro que

∇
(0) =

1
2

(
∇
(0)+

α

2
H +∇

(0)− α

2
H
)
=

∇(α)+∇(−α)

2
,

ou seja, a conexão de Levi-Civita de g é a média entre α-conexões duais.

É relevante destacar que em algumas literaturas, como em (UOHASHI, 2017) e (NI-
ELSEN, 2020), a definição para as α-conexões é apresentada com α ∈ R. Aqui, optamos por
empregar aquela proposta em (AY et al., 2017). A escolha por restringir o domínio do parâmetro
α a [−1,1] não é arbitrária. As conexões ∇(−1) e ∇(1) são destacadas, sendo as já conhecidas
conexões mistura e exponencial, respectivamente, apresentadas no contexto de geometria da
informação finita. Assim, α ∈ [−1,1] já contempla o comportamento geral da geometria advinda
das α-conexões.

4.2 As famílias exponenciais e mistura - um motivação
para a geometria da informação plana

Como foi possível observar em 2, algumas famílias de distribuições de probabilidade
destacam-se, especialmente sob a óptica da geometria riemanniana. É fato que parte dessa
geometria preocupa-se com o estudo das conexões planas. Assim, nesta seção, apresentaremos
duas classes de famílias de distribuições que possuem um conteúdo geométrico particular, capaz
de estimular o estudo de uma geometria da informação plana8. Comecemos, então, apresentando
as famílias exponenciais.

Definição 23 (Família exponencial). (AY et al., 2017) Uma família exponencial em um conjunto
X é9 uma família de distribuições de probabilidade da forma

p(x;ϑ) = exp

(
γ(x)+∑

i∈J
fi(x)ϑ i −ψ(ϑ)

)
µ(x),

onde ϑ =
(
ϑ 1, . . . ,ϑ n) é um parâmetro n-dimensional de um espaço de parâmetros Ξ, γ(x) e

f1(x), . . . , fn(x) são funções em X , µ(x) é uma medida em X e ψ é função dos parâmetros
8 Por mais que a construção do texto deixe claro que, com “geometria da informação plana”, estamos

nos referindo a uma geometria da informação advinda de conexões planas, esta seção e as subsequentes
deixarão mais evidente o que isso significa.

9 É importante observar que X é tomado munido de uma σ -álgebra.



92 Capítulo 4. Variedades estatísticas e variedades dualísticas

dada por

ψ(ϑ) = ln
∫
X

exp

(
γ(x)+∑

i∈J
fi(x)ϑ i

)
dµ(x) (4.7)

para garantir normalização de p em X .

Perceba que o espaço dos parâmetros ϑ , neste caso, corresponde ao conjunto dos ϑ tais
que a integral no argumento do logaritmo de 4.7 é finita. O principal exemplo de uma família
exponencial é o das distribuições gaussianas N (µ,σ) com medida de Lebesgue. Como

N (µ,σ) =
1√

2πσ
exp
{
−(x−µ)2

2σ2

}
= exp

(
xµ

σ2 −
x2

2σ2 −
µ2

2σ2 − ln
√

2πσ

)
,

observamos que

γ(x) = 0, f1(x) = x, f2(x) = x2, ϑ
1 =

µ

σ2 , ϑ
2 =− 1

2σ2 , ψ(ϑ) =
µ2

2σ2 + ln
√

2πσ .

Um segundo exemplo são as distribuições de Poisson, tomadas sobre os inteiros não
negativos Z≥0 com a medida de contagem. Nesse caso,

p(ξ ;x) = e−ξ ξ x

x!
= exp(− lnx!+ x lnξ −ξ ),

de forma que fica claro que

γ(x) =− lnx!, f1(x) = x, ϑ
1 = lnξ , ψ(ϑ) = ξ .

Ademais, lembrando que ∇(1) é chamada de conexão exponencial, vamos a analisar no
contexto das famílias exponenciais. Para tal, definamos o que é uma conexão plana.

Definição 24 (Conexão plana). (NIELSEN, 2022) Seja M uma variedade diferenciável munida
de uma conexão linear ∇. Dizemos que ∇ é plana se ela é livre de torção e se existe um sistema
de coordenadas local tal que os símbolos de Christoffel dela são nulos quando expressos nesse
sistema, que recebe o nome de um sistema de coordenadas afim para ∇.

Definamos, também, o conceito de paralelismo de campos de vetores.

Definição 25 (Campos paralelos de vetores). (AY et al., 2017) Seja M uma variedade diferen-
ciável munida de uma conexão linear ∇. Dada uma vizinhança U ⊂ M de p ∈ M, um campo de
vetores em U é dito paralelo se, para qualquer outro campo de vetores W em U , tivermos que
∇WV = 0.

Note, então, que uma consequência direta de 24 envolve paralelismo de referenciais
locais. De fato, dado um sistema de coordenadas afim ϑ =

(
ϑ 1, . . . ,ϑ n) para uma conexão ∇

em uma vizinhança U ⊂ M de p ∈ M, devido à nulidade dos símbolos de Christoffel de ∇ nesse
sistema, os campos canônicos ∂

∂ϑ 1 ,
∂

∂ϑ 2 , . . . ,
∂

∂ϑ n são campos paralelos em U .

Colocado isso e dotados da definição 24, sigamos estudando ∇(1).
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Proposição 9. (AY et al., 2017) A conexão ∇(1) em uma família exponencial é plana.

Demonstração. Note que, para todo i ∈ J, vale a sequência de igualdades

∂i ln pϑ (x) =
∂i pϑ (x)
pϑ (x)

= fi(x)−
∫
X exp

(
γ(x)+∑ j∈J fi(x)ϑ j) fi(x) dµ(x)∫

X exp
(
γ(x)+∑ j∈J f j(x)ϑ j

)
dµ(x)

= fi(x)−
∫
X exp

(
γ(x)+∑ j∈J f j(x)ϑ j) fi(x) dµ(x)

eψ(x)

= fi(x)−Eϑ [ fi] ,

de maneira que

Eϑ [∂i ln pϑ (x)] = Eϑ [ fi(x)−Eϑ ( fi)] = Eϑ [ fi]−Eϑ [ fi] = 0. (4.8)

Além disso, perceba que, para todo i, j ∈ J,

∂i∂ j ln pϑ (x) = ∂i
(

f j(x)−Eϑ

[
f j
])

=−∂i

[∫
X exp(γ(x)+∑m∈J fmϑ m) f j dµ(x)∫
X exp(γ(x)+∑m∈J fmϑ m) dµ(x)

]
=−∂i

[
∂ j

(
ln
∫
X

exp

(
γ(x)+ ∑

m∈J
fmϑ

m

)
dµ(x)

)]
,

ou seja,

∂i∂ j ln pϑ (x) =−∂i∂ jψ(ϑ). (4.9)

Substituindo tanto essa expressão quanto 4.8 em 2.8, obtemos

Γ
(1)
i jk = Eϑ

(
∂i∂ j ln pϑ (x) ∂k ln pϑ (x)

)
=−∂i∂ jψ(ϑ)Eϑ [∂k ln pϑ (x)]

= 0,

para todo i, j,k ∈ J. Assim, como ∇(1) é livre de torção, ela é plana em famílias exponenciais e
(ϑ 1,ϑ 2, . . . ,ϑ n) ∈ Rn ↦→ pϑ é um sistema de coordenadas afim para essa conexão.

Além disso, note que, usando 4.9 e 2.5, podemos escrever a métrica de Fisher nesse
sistema afim como

gi j(ϑ) =
∫
X

∂i∂ jψ(ϑ) dµ(x) = ∂i∂ jψ(ϑ). (4.10)

Outrossim, consideremos agora uma segunda família de distribuições, chamadas de
distribuições mistura.
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Definição 26 (Família mistura). (AY et al., 2017) Uma família mistura em um conjunto X é
uma família de distribuições de probabilidade da forma

p(x;η) = c(x)+∑
i∈J

gi(x)ηi,

onde η = (η1,η2, . . . ,ηn) é um parâmetro n-dimensional de um espaço de parâmetros Ξ, c(x) e
g1(x), . . . ,gn(x) são funções em X tais que10∫

X
c(x) dx = 1,

∫
X

gi(x) dx = 0

para todo i ∈ J.

A nomenclatura para essa família de distribuições advém delas serem definidas como
combinação ou, em outras palavras, uma mistura de distribuições de probabilidade gi em X

não necessariamente parametrizadas. Por isso, algumas vezes c é desconsiderada na definição
acima, de maneira que uma família mistura pode ser escrita como soma convexa das gi. Agora,
seguindo tal qual foi feito para as famílias exponenciais, vamos estudar a conexão mistura ∇(−1)

neste caso.

Proposição 10. (AY et al., 2017) A conexão ∇(−1) em uma família mistura é plana.

Demonstração. Primeiramente, para todo i ∈ J, temos que11

∂
i ln pη(x) =

∂ i pη(x)
pη(x)

=
gi(x)
pη(x)

,

de forma que

∂
i
∂

j ln pη(x) = ∂
i
(

g j(x)
pη(x)

)
=−gi(x)g j(x)

pη(x)2 . (4.11)

Assim, para todo i, j ∈ J,

∂
i
∂

j ln pη(x)+
(
∂

i ln pη(x)
)(

∂
j ln pη(x)

)
=−g j(x)gi(x)

pη(x)2 +

(
gi(x)
pη(x)

)(
g j(x)
pη(x)

)
= 0,

que, substituindo em 2.8, fornece Γ
(−1)
i jk = 0 para todo i, j,k ∈ J. Logo, como ∇(−1) é livre de

torção, ela é plana em famílias mistura e (η1,η2, . . . ,ηn)∈Rn ↦→ pη é um sistema de coordenadas
afim para essa conexão.
10 Essa hipótese sobre c e gi, i ∈ J, pode ser retirada somando o termo

ν(η) := 1−
∫

X

(
c(x)+∑

i∈J
gi(x)ηi

)
dx

na expressão para p(x;η) (AY et al., 2017). Além disso, c costuma ser chamada de função cumulante
ou, em física estatística, de logaritmo da função de partição (NIELSEN, 2022).

11 Analogamente à notação ∂i que vinha sendo usada para ∂

∂ξ i e que foi estendida para representar ∂

∂ϑ i ,

∂ i denota ∂

∂ηi
.
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Posto isso, usemos 4.11 para calcular a métrica de Fisher nesse sistema. Por 2.5,

gi j(η) =
∫
X

gi(x)g j(x)
pη(x)

dx

=
∫
X

∂ i pη(x)∂ j pη(x)
pη(x)

dx

=
∫
X

∂
i
∂

j pη(x) ln pη(x) dx+
∫
X

∂ j pη(x)∂ i pη(x)
pη(x)

dx,

isto é,

gi j(η) =−∂
i
∂

jh(pη) , (4.12)

onde h corresponde à entropia de Shannon de pη , já citada em 2.2.2 e dada por

h(pη) =−
∫
X

pη(x) ln pη(x) dx.

Então, observando tanto 4.11 quanto 4.12, é possível notar que não só os modelos
exponenciais, mas também os mistura possuem métricas que são obtidas a partir de hessianas
de funções: Hess(ψ(ϑ)) e Hess(h(pη)), respectivamente, onde a notação Hess( f ) corresponde
à hessiana da função f . Isso expressa o fato de que essas famílias podem ser modeladas por
variedades hessianas (NIELSEN, 2022).

Definição 27 (Variedade hessiana). (SHIMA; YAGI, 1997) Seja M uma variedade diferenciável
munida de uma conexão linear plana ∇. Uma métrica g em M é dita uma métrica hessiana se
ela é localmente expressa como a hessiana de uma função local suave. Chamamos uma tripla
ordenada (M,∇,g) com g sendo uma métrica hessiana de uma variedade hessiana.

Juntando isso ao fato de ∇(−1) e ∇(1) serem conexões duais que são planas em cada
respectivo modelo apresentado, é legítimo destacar o contexto em que ambas são planas em uma
variedade hessiana.

4.3 A dualidade em geometria da informação e as trans-
formadas de Legendre

4.3.1 Introdução a variedades dualmente planas

Na seção anterior, recorremos às famílias exponenciais e mistura para fomentarmos o
estudo da dualidade em um contexto de conexões planas, dando destaque aquele referente às
variedades hessianas. Além de fornecerem mais justificativas para a nomenclatura adotada para
∇(−1) e ∇(1), os exemplos apresentados em 4.2 levam-nos a estudar variedades munidas de
uma métrica que seja hessiana. Dito isso, podemos começar esse estudo definindo o que é uma
estrutura dualmente plana em uma variedade diferenciável.
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Definição 28 (Estrutura dualmente plana). (AY et al., 2017) Seja (M,g,∇,∇*) variedade dualís-
tica. A tripla ordenada (g,∇,∇*) é chamada uma estrutura dualmente plana para M se é uma
estrutura dualística para M tal que tanto ∇ quanto ∇* são planas.

Primeiramente, podemos nos perguntar quais são as subvariedades de M que, munidas
da estrutura dualística induzida de (M,∇,∇*), também são dualmente planas. Esse é um questio-
namento complexo, que pode ser respondido parcialmente a partir da próxima proposição, que
garante que subvariedades autoparalelas de M expressam tal comportamento. Por conseguinte,
definamos o que são elas.

Definição 29 (Subvariedade autoparalela). (AY et al., 2017; OHARA, 2019) Seja S uma subva-
riedade12 de M. Sendo M munida de uma métrica riemanniana g e de uma conexão linear ∇, S é
dita autoparalela13 em M em relação a ∇ se, para todo A,B ∈ X(S), tivermos que ∇AB ∈ X(S).

Isso apresentado, sigamos para a proposição que vincula autoparalelismo14 com duali-
dade plana no contexto de subvariedades.

Proposição 11. Seja (g,∇,∇*) uma estrutura dualmente plana na variedade M e seja, também,
S uma subvariedade de M. Se S é autoparalela para ∇ ou ∇*, então ela é dualmente plana com
respeito à métrica e conexões induzidas de (g,∇,∇*).

Demonstração. Sem perda de generalidade, vamos supor que S é autoparalela em relação a ∇,
uma vez que todos os cálculos podem ser igualmente feitos no caso de autoparalelismo com
respeito a ∇*. Assim, a conexão induzida por ∇ em S coincide com ela própria restrita a campos
de vetores tangentes a S e, por consequência, é plana. Além disso, denotando por gS a métrica em
S herdade de (M,g), pela definição de conexões duais, observamos que a conexão ∇S,* induzida
por ∇* em S deve satisfazer

gS (∇CA,B)+gS
(

A,∇S,*
C B

)
=CgS(A,B) =Cg(A,B) = g(∇CA,B)+g(A,∇*

CB) (4.13)

para todo A,B,C ∈ X(S). Como, por hipótese, ∇* é livre de torção, então observamos por 4.13
que ∇S,* também é. Além disso, uma vez que ∇ possui tensor de curvatura nulo, afirmamos que
∇S,* também tem. Esse é um resultado que será provado posteriormente15, mas corresponde a
12. Logo, ∇S,* é conexão plana e S é dualmente plana com respeito a (gS,∇,∇*).

12 Para (AY et al., 2017), subvariedades correspondem, na verdade, a subvariedades suaves ou também
chamadas de regulares. Essa será a convenção que usaremos ao estudar subvariedades.

13 As vezes se utiliza a denominação ∇-autoparalela a M para identificar a dependência com a conexão.
14 Aqui, usamos autoparalelismo como o atributo que define variedades autoparalelas em um contexto

em que se tem, subentendido, a variedade M e a conexão linear.
15 A escolha de apresentar um resultado que necessita de um segundo que ainda será demonstrado foi

uma decisão tomada visando manter uma sequência lógica no texto que se estende para além da
organização desses resultados. Caso essa decisão fosse diferente, 11 ficaria descontextualizada no
corpo deste trabalho.
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Assim, é perceptível que o autoparalelismo é um atributo importante de subvariedades
dentro do contexto de geometria da informação plana, uma vez que preserva estruturas dualmente
planas. Convém ressaltar que tal consciência conduziu à rogativa de hipóteses ainda mais fortes
com respeito ao autoparalelismo, solicitando que uma subvariedade fosse autoparalela em relação
não a uma única conexão, mas a duas conexões que compõem uma estrutura dualística para
a variedade ambiente. A essas subvariedades, como esperado, deu-se o nome de variedades
duplamente autoparalelas (OHARA, 2019).

Figura 11 – Representação gráfica de uma subvariedade autoparalela S de M. Denotando por TpS⊥ o
complemento ortogonal de TpS em TpM, como ∇AB ∈ X(S) para todo A,B ∈ S, a projeção de
∇AB(p) em TpS⊥ é nula para todo p ∈ S, o que motiva a nomenclatura para S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outrossim, considere, agora, M variedade diferenciável munida de uma estrutura du-
almente plana (g,∇,∇*). Como ∇ é plana, existes coordenadas afim ϑ 1,ϑ 2, . . . ,ϑ n para ela.
Consequentemente, ∂

∂ϑ 1 ,
∂

∂ϑ 2 , . . . ,
∂

∂ϑ n são campos paralelos em M. A partir deles, defina n

campos de vetores ∂ j também em M dados através da relação

g
(
∂i,∂

j)= δ
j

i , i, j ∈ J, (4.14)

onde δ
j

i representa a delta de Kronecker, de forma que ∂ j ficam bem definidos. Por meio da
dualidade de ∇ e ∇* unida à expressão 4.14, sabemos que, para todo V ∈ X(M) e para todo
i, j ∈ J,

g(∇V ∂i,∂
j)+g(∂i,∇

*
V ∂

j) =V g(∂i,∂
j) = 0.

Consequentemente, para todo j ∈ J, ∇*
V ∂ j = 0, ou seja, ∂ j são campos paralelos para ∇*. Por

conseguinte, existe sistema de coordenadas afim η1,η2, . . . ,ηn para ∇* tal que ∂ j = ∂

∂η j
para

todo j ∈ J. Desse modo, fica claro que a transição das coordenadas ϑ para as η e vice-versa é
fornecida através das relações

∂
j = ∑

i∈J

(
∂

j
ϑ

i)
∂i = ∑

i∈J

(
∂ϑ i

∂η j

)
∂

∂ϑ i ,
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∂i = ∑
j∈J

(
∂iη j

)
∂

j = ∑
j∈J

(
∂η j

∂ϑ i

)
∂

∂η j
.

Dessa maneira, escrevendo g nas coordenadas ϑ e η , respectivamente, obtemos

gi j := g
(
∂i,∂ j

)
= g

(
∑
k∈J

(
∂ηk

∂ϑ i

)
∂

∂ηk
,

∂

∂ϑ j

)
=

∂η j

∂ϑ i ,

gi j := g
(
∂

i,∂ j)= g

(
∑
k∈J

(
∂ϑ k

∂ηi

)
∂

∂ϑ k ,
∂

∂η j

)
=

∂ϑ j

∂ηi
.

Sabemos que, dada uma função estritamente convexa suave16 ψ de ϑ em um subconjunto
aberto de M, a hessiana Hess(ψ(ϑ)) de ψ é uma matriz positiva definida dependente de ϑ e
que define uma métrica riemanniana. De fato, tomando o termo quadrático da expansão em
série de Taylor de ψ em torno de ϑ , dado por 1

2dϑ T Hess(ψ(ϑ))dϑ , estabelecemos a matriz que
define uma métrica g no referencial formado pelos campos coordenados ∂i como Hess(ψ(ϑ))

(AMARI, 2009). Por outro lado, retornando ao cenário de variedades dualmente planas, vamos
mostrar que a recíproca é verdadeira, ou seja, que dados sistemas de coordenadas afim para ∇ e
∇* em (M,g,∇,∇*) variedade dualística plana, existe ϕ função convexa tal que foi apresentado.

Teorema 5. Existem funções potenciais estritamente convexas ϕ : M → R e ψ : M → R satisfa-
zendo

ηi = ∂iψ(ϑ), ϑ
i = ∂

i
ϕ(η),

assim como

gi j = ∂i∂ jψ, gi j = ∂
i
∂

j
ϕ.

Demonstração. Observe que a equação diferencial ηi = ∂iψ possui solução local se, e somente
se,

∂iη j = ∂ jηi. (4.15)

Desse modo, existe ψ que satisfaz a equação diferencial parcial em questão para todo i ∈ J.
Como consequência, escrevendo g novamente no sistema de coordenadas ϑ , obtemos que

gi j = ∂iη j = ∂i∂ jψ

para todo i, j ∈ J e, desse modo, verificamos que ψ é estritamente convexa17. Defina, agora,

ϕ := ∑
i∈J

ϑ
i
ηi −ψ. (4.16)

16 A partir daqui, iremos suprimir o adjetivo suave, uma vez que toda função convexa, neste trabalho,
terá tal atributo.

17 Note que poderíamos utilizar essa mesma argumentação para mostrar a existência de ϕ , contudo,
utilizaremos a dualidade entre os sistemas de coordenadas. A justificativa para essa escolha é a utilidade
que isso terá para nós nos passos seguintes deste trabalho.
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Então,

∂
i
ϕ = ϑ

i + ∑
j∈J

∂ϑ j

∂ηi
η j − ∑

j∈J

∂ϑ j

∂ηi

∂ψ

∂η j

= ϑ
i + ∑

j∈J

∂ϑ j

∂ηi

∂ψ

∂η j
− ∑

j∈J

∂ϑ j

∂ηi

∂ψ

∂η j

= ϑ
i.

Assim, ϕ é solução para a equação diferencial parcial ϑ i = ∂ iϕ . Logo, escrevendo g−1 no
sistema de coordenadas η , obtemos que

gi j = ∂
i
ϑ

j = ∂
i
∂

j
ϕ

para todo i, j ∈ J e, consequentemente, ϕ é estritamente convexa.

Observando a expressão 4.16 sob a perspectiva da análise convexa, fica evidente que ϕ

e ψ relacionam-se através de uma transformada de Legendre, que exerce função destacada no
estudo na geometria da informação plana (NIELSEN, 2010).

4.3.2 Uma interpretação intuitiva sobre a transformada de Legendre

A fim de compreender a transformada de Legendre sob uma perspectiva geométrica e,
em certo grau, intuitiva, estudemos o caso de funções convexas definidas em R, seguindo o que
foi apresentado em (NIELSEN, 2010).

Seja F : U → R uma função estritamente convexa definida em um aberto U ⊂ Rn .
Considere, também, os conjuntos

G (F) := {(x,F(x)) | x ∈U},

O(F) := {(x,z) | x ∈U, z ≥ F(x)},

chamados, respectivamente, de gráfico e de epígrafe de F . Examinando o bordo ∂O de O , pode-
mos estudar como F está codificada nele. Com tal propósito, para cada P ∈ ∂O , podemos tomar
o sistema de coordenadas natural X dado pela projeção ortogonal, isto é, X(P) = (x(P),F(x(P))).
Em P, temos o hiperplano tangente HP, de equação conhecida e dada por

z = (x− x(P))T gradx(P)(F)+F(x(P)),

onde gradx(P)(F) fornece quão inclinado HP está em relação ao plano (x,0). Por um lado, é
trivial que cada P define unicamente gradx(P)(F). Por outro lado, como F é convexa, cada
entrada de grad(F) é uma função monotonicamente crescente e, por consequência, cada ponto
P ∈ ∂O é determinado de forma única por gradx(P)(F), de maneira que esse gradiente define um
sistema de coordenadas Y dado por Y = gradx(F). Esses dois sistemas formam o que é chamado
de um sistema de coordenadas dual.
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Isso posto, podemos nos questionar como escrever os pontos P ∈ ∂O no sistema Y .
Primeiramente, note que cada inclinação y determina uma família de hiperplanos HQ dada por

z = (x− x(Q))T y+F(x(Q)),

com Q ∈ ∂O . Além disso, perceba que cada HP intercepta o eixo z em um único ponto, de
tal modo que HP é o único plano que minimiza z = (0− x(P))T gradx(P)(F)+F(x(P)). Logo,
temos que P pode ser obtido por

P = argmin
Q∈∂O

{
−x(Q)T y+F (x(Q))

}
= argmax

Q∈∂O

{
x(Q)T y−F (x(Q))

}
.

Grosso modo, o que ∂O expressa é o formato da função F , sendo determinado pelo domínio e
conjunto imagem desta última. Assim, podemos definir

G(y) := max
x∈U

{
xT y−F (x)

}
,

parametrizado por y = gradx(F) ∈ V , como uma outra maneira de codificar o formato de F ,
onde

V := {gradx(F) | x ∈U}.

Como G é igualmente estritamente convexa, seu formato pode ser codificado de maneira seme-
lhante por F .

Figura 12 – Representação gráfica de P como argumento de minimização da intersecção de HQ com o eixo
z, para Q ponto do gráfico da função estritamente convexa F e HQ hiperplano de inclinação
gradx(P)(F) passando por Q

Fonte: Adaptada de Nielsen (2010, p 2).
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Então, apresentado isso e transportando tal noção para o contexto de 5, observamos que
ϕ e ψ configuram um sistema de coordenadas dual, relacionando-se pelas transformadas de
Legendre

ϕ(η) = max
ϑ

(
∑
i∈J

ϑ
i
ηi −ψ(ϑ)

)
, ψ(ϑ) = max

η

(
∑
i∈J

ϑ
i
ηi −ϕ(η)

)
,

que são válidas mesmo localmente.

4.4 A geometria da dualidade em geometria da informa-
ção plana

Como foi citado na seção anterior, uma função convexa18 ψ(ϑ) induz uma métrica
riemanniana em M. Para finalizar este trabalho, vamos explorar, aqui, a geometria que surge
quando partimos de ψ . Primeiramente, como foi citado em 4.3, definamos a métrica g em M

a partir da hessiana de ψ . Assim, g fica determinada na base formada pelos campos ∂i =
∂

∂ϑ i ,
com i ∈ J, pela relação gi j = ∂i∂ jψ . De maneira análoga, definimos o tensor 3-simétrico T

em M através da expressão Ti jk = ∂i∂ j∂kψ . Note que, pelo teorema de Schwarz para simetria
das derivadas segundas, T é, de fato, simétrico em suas entradas. Além disso, pela linearidade
dos campos ∂i agindo como derivações, T é trilinear, sendo, efetivamente, um campo tensorial
3-covariante em M.

Ademais, usando 4.6, sabemos que

g
(

∇
(α)
i ∂ j,∂k

)
= g

(
∇
(0)
i ∂ j,∂k

)
− α

2
g
(
H
(
∂i,∂ j

)
,∂k
)
= g

(
∇
(0)
i ∂ j,∂k

)
− α

2
Ti jk,

de maneira que os símbolos de Christoffel (a menos de abaixamento de um índice) que definem
as α-conexões em M são dados por

Γ
(α)
i jk = Γ

(0)
i jk −

α

2
∂i∂ j∂kψ, (4.17)

para α ∈ [−1,1]. Lembrando que

Γ
(0)
i jk =

1
2
{

∂ig jk +∂ jgki −∂kgi j
}
,

que, neste caso, resume-se a

Γ
(0)
i jk =

1
2

∂i∂ j∂kψ,

podemos substituir essa expressão em 4.17, obtendo, assim,

Γ
(α)
i jk =

(1−α)

2
∂i∂ j∂kψ. (4.18)

18 Durante alguns momentos desta seção, quando não houver confusão, iremos escrever apenas ψ , a fim
de manter a notação mais sucinta.



102 Capítulo 4. Variedades estatísticas e variedades dualísticas

Dessa maneira, fica claro que ∇(1), sendo livre de torção, é uma conexão plana, expressando o
fato de que ϑ configura-se como um sistema de coordenadas afim para ela. Também é possível
perceber que a conexão de Levi-Civita, como esperado, escreve-se como a média entre as
α-conexões com α opostos, isto é,

Γ
(0)
i jk =

Γ
(0)
i jk −

α

2 ∂i∂ j∂kψ +Γ
(0)
i jk +

α

2 ∂i∂ j∂kψ

2
=

Γ
(α)
i jk +Γ

(−α)
i jk

2
.

Outrossim, calculemos agora o endomorfismo de curvatura de Riemann19. Usualmente,
ele é definido a partir da conexão de Levi-Civita, contudo, como ela é contemplada pelas α-
conexões, calculemos ele a partir delas. Realizando levantamento de índice, obtemos que os
símbolos de Christoffel de ∇(α) são

Γ
(α)k
i j = ∑

m∈J
Γ
(α)
i jmgmk =

(1−α)

2 ∑
m∈J

∂i∂ j∂mψgmk.

Consequentemente20,

R(α)k
li j = ∑

m

(
∂iΓ

(α)k
jl −∂ jΓ

(α)k
il +Γ

(α)k
iml Γ

(α)m
jl −Γ

(α)k
jm Γ

(α)m
il

)
=

(1−α)2

4 ∑
m

∑
r1

∑
r2

[(
∂i∂m∂r1ψgr1k

)(
∂ j∂l∂r2ψgr2m)−(∂ j∂m∂r1ψgr1k

)
(∂i∂l∂r2ψgr2m)

]
=

(1−α)2

4 ∑
m

∑
r1

∑
r2

[(
Timr1gr1k

)(
Tjlr2gr2m)−(Tjmr1gr1k

)
(Tilr2gr2m)

]
=

(1−α)2

4 ∑
m

(
T k

imT m
jl −T k

jmT m
il

)
.

Tomando α = 0, obtemos Rk
li j = R(0)k

li j ,

Rk
li j =

1
4 ∑

m∈J

(
T k

imT m
jl −T k

jmT m
il

)
. (4.19)

19 Por vezes, ele é referenciado como o próprio tensor de curvatura de Riemann. Aqui, consideramos o
endomorfismo de curvatura de Riemann que usualmente é utilizado na geometria riemanniana como o
campo

(3
1

)
-tensorial dado por

R : X(M)×X(M)×X(M)−→ X(M)

(A,B,C) ↦−→ R(A,B)C = ∇
(0)
A ∇

(0)
B C−∇

(0)
B ∇

(0)
A C−∇

(0)
[A,B]C,

que, em um dado sistema de coordenadas, tem coeficientes Rl
ki j dados por

R(∂k,∂i)∂ j = ∑
l∈J

Rl
ki j∂l.

20 A fim de tornar a notação mais sucinta, o conjunto sobre o qual estamos somando nos somatórios a
seguir foi omitido. Em todos eles, a soma é feita sobre J.
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Lembrando que o tensor de curvatura de Riemann pode ser obtido, em coordenadas,
através de abaixamento de índice de Rk

li j, podemos escrever, no sistema ϑ , sua generalização
utilizando α-conexões como

R(α)
li jk = ∑

m1∈J
gkm1R(α)m1

li j

=
(1−α)2

4 ∑
m1∈J

∑
m2∈J

gkm1

(
T m1

im2
T m2

jl −T m1
jm2

T m2
il

)
=

(1−α)2

4 ∑
m∈J

(
TikmT m

jl −TjkmT m
il

)
.

Assim, o tensor de curvatura usual Rli jk = R(0)
li jk escrito nessas coordenadas é

Rli jk =
1
4 ∑

m∈J

(
TikmT m

jl −TjkmT m
il

)
.

Desse modo, observamos que a maneira como a curvatura varia em diferentes direções depende
do tensor 3-simétrico, ou seja, de derivadas de terceira ordem da função ψ . Isso pode ser
entendido, também, como uma motivação para chamar ψ de função potencial, uma vez que,
de maneira menos formal, podemos compreender o tensor de curvatura de Riemann como
dependente de derivadas de segunda ordem de um dado campo de vetores na variedade.

Além disso, como mencionado brevemente em (AY et al., 2017), 4.19 apresenta uma
forma que se assemelha àquela das equações de Witten–Dijkgraaf–Verlinde–Verlinde (tipica-
mente mencionadas como equações WDVV), cujas interpretações geométricas manifestam-se
usualmente no estudo das variedades de Frobenius. Como uma rápida explicação acerca dessa
declaração, podemos afirmar que elas constituem um sistema de equações diferenciais parciais
não lineares cujo estudo iniciou-se mais sistematicamente a partir da década de 1980 (MAGRI,
2016). Como mostra (MAGRI, 2016), a construção dessas equações pode ser feita partindo
de uma função ψ(ϑ 1,ϑ 2, . . . ,ϑ n) de n coordenadas ϑ = (ϑ 1,ϑ 2, . . . ,ϑ n) de M a valores re-
ais. Tomando as componentes ci =

∂Hess(ψ(ϑ))
∂ϑ i , com i ∈ J, do gradiente da matriz hessiana

Hess(ψ(ϑ)) de ψ com respeito a ϑ e assumindo invertibilidade para algum ci, digamos ci′ , as
WVDD equações consistem em equações da forma

c jc−1
i′ cl − clc−1

i′ c j = 0, (4.20)

para j, l ∈ J. Na empreitada de fornecer uma compreensão geométrica a essas equações, Boris
Dubrovin interpretou ci′ como a matriz das componentes de uma métrica pseudo-riemanniana
em M escrita em um sistema de coordenadas distinguido21 sob a hipótese de que ∂ci′

∂ϑ i = 0 para
todo i ∈ J. Esse é um dos pressupostos para a definição de espaços onde a geometria deles está
intrinsecamente relacionada às equações WDVV, chamados de variedades de Frobenius. Como
21 Por distinguido, entende-se que as equações de WDVV, nesse sistema, tomam o formato de 4.20. Isso

pois Dubrovin estava interessado em fornecer uma interpretação geométrica intrínseca para essas
equações (MAGRI, 2016).
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dissertar sobre essas variedades foge à finalidade deste trabalho, para saber mais sobre elas,
veja (MAGRI, 2016). Denotando, então, por gkr as componentes da métrica em ϑ sistema de
coordenadas utilizado no cálculo de Rl

ki j, junto a ψ que vinhamos utilizando, temos que 4.20,
nesse contexto, escreve-se como

∑
m∈J

∑
r∈J

(
∂ j∂l∂rψgrm

∂i∂m∂kψ −∂i∂l∂rψgrm
∂ j∂m∂kψ

)
= 0,

ou, em termos do tensor 3-simétrico,

∑
m∈J

(
TikmT m

jl −TjkmT m
il

)
= 0. (4.21)

Atentando-se a 4.19, vemos que 4.21 é verdadeira apenas se a curvatura Rl
ki j neste ponto for nula.

Desse modo, fica explícita a relação entre essas expressões.

Finalizado, então, esse comentário sobre as equações WDVV, contudo, ainda nos atendo
à discussões a respeito de curvatura, podemos afirmar que uma variedade ser plana em relação a
uma α-conexão é uma característica que se preserva por dualização, como expressa o seguinte
resultado.

Proposição 12. (AY et al., 2017) Seja (M,g,T ) variedade estatística. Se R(−α) é nulo, então
R(α) também é.

Demonstração. Em um sistema de coordenadas arbitrário, temos que

∇
(−α)
i ∇

(−α)
j ∂k = ∇

(−α)
i

(
∇
(0)
j ∂k +

α

2
H
(
∂ j,∂k

))
= ∇

(−α)
i ∇

(0)
j ∂k +

α

2
∇
(−α)
i H

(
∂ j,∂K

)
= ∇

(0)
i ∇

(0)
j ∂k +

α

2
H
(

∂i,∇
(0)
j ∂k

)
+

α

2
∇
(0)
i H

(
∂ j,∂k

)
+

α2

4
H
(
∂i,H

(
∂ j,∂k

))
,

Por simples permutações de índices e trocas de sinais, podemos obter expressões análogas para
∇
(−α)
j ∇

(−α)
j ∂k, ∇

(α)
i ∇

(α)
j ∂k e ∇

(α)
i ∇

(α)
j ∂k. Observe que

∇
(−α)

[∂i,∂ j]
∂k = ∇

(0)
[∂i,∂ j]

∂k +
α

2
H
([

∂i,∂ j
]
,∂k
)
= 0 = ∇

(0)
[∂i,∂ j]

∂k −
α

2
H
([

∂i,∂ j
]
,∂k
)
= ∇

(α)

[∂i,∂ j]
∂k.

Substituindo isso junto a ∇
(−α)
i ∇

(−α)
j ∂k e ∇

(−α)
j ∇

(−α)
i ∂k em R(−α)

(
∂i,∂ j

)
∂k = 0, obtemos

A =−α

2

[
H
(

∇
(0)
j ∂k,∂i

)
+∇

(0)
i H

(
∂ j,∂k

)
−H

(
∇
(0)
i ∂k,∂ j

)
−∇

(0)
j H (∂i,∂k)

]
,

onde

A := ∇
(0)
i ∇

(0)
j ∂k +

α2

4
H
(
∂i,H

(
∂ j,∂k

))
−∇

(0)
j ∇

(0)
i ∂k −

α2

4
H
(
∂ j,H (∂i,∂k)

)
.
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Calculando R(α)
(
∂i,∂ j

)
por meio de ∇

(α)
i ∇

(α)
j ∂k e ∇

(α)
j ∇

(α)
i ∂k, podemos notar que A aparece

nesse cálculo, de maneira que é válida a seguinte sequência de igualdades:

R(α)
(
∂i,∂ j

)
∂K = A− α

2

[
H
(

∇
(0)
j ∂K ,∂i

)
−∇

(0)
i H (∂ j,∂k)+H

(
∇
(0)
i ∂K ,∂ j

)
+∇

(0)
j H (∂i,∂k)

]
= A−A

= 0,

para todo i, j,k ∈ J.

Dito isso, voltemo-nos agora à conexão ∇(−1), que, segundo 4.18, é dada, em ϑ , através
dos símbolos

Γ
(−1)
i jk = ∂i∂ j∂kψ.

Vamos definir, então, o sistema de coordenadas η = (η1,η2, . . . ,ηn) em M dado por

ηi := ∂iψ,

para todo i ∈ J. Consequentemente, gi j fica escrita, em termos de η , como gi j = ∂iη j. Aplicando,
então, a transformada de Legendre

ϕ(η) = max
ϑ

(
∑
i∈J

ϑ
i
ηi −ψ(ϑ)

)
,

obtemos que a função potencial de η é dada através de

ψ(ϑ)+ϕ(η)−∑
i∈J

ϑ
i
ηi = 0. (4.22)

Com efeito,

∂
i
ϕ(η) =

∂ϕ(η)

∂ηi
=

∂

∂ηi

(
∑
i∈J

ϑ
i
ηi −ψ(ϑ)

)
= ϑ

i

e, além disso, lembrando que

∑
j∈J

gi jgk j = δ
k
i ,

como, para i ̸= k,

∑
j∈J

∂η j

∂ϑ i
∂ϑ i

∂η j
=

∂ϑ i

∂ϑ i = 1, ∑
j∈J

∂η j

∂ϑ i
∂ϑ k

∂η j
=

∂ϑ k

∂ϑ i = 0

fica claro que

gi j =
∂ϑ j

∂ηi
= ∂

i
∂

j
ϕ(η).

Esse fato, como esperado, está em consonância com 5, de tal modo que tomar como ponto de
partida uma função potencial ou basear-se em uma métrica já estabelecida na variedade são
abordagens que se equivalem. Esse é um resultado apresentado em (AY et al., 2017) como o
seguinte teorema.
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Teorema 6. (AY et al., 2017) Uma estrutura dualmente plana, isto é, uma métrica riemanniana
g juntamente com duas conexões planas ∇ e ∇* que são duais em relação a g, é localmente
equivalente à informação22 de uma única função convexa ψ , onde a convexidade aqui se refere
às coordenadas locais ϑ e não a qualquer métrica.

Por fim, é importante pontuar que, como os resultados apresentados possuem, em sua
maioria, um caráter local, as condições de compatibilidade entre sistemas de coordenadas
precisam ser satisfeitas com o intuito de produzir uma estrutura que se estenda para toda a
variedade. Contudo, como propõe (AY et al., 2017) ao introduzir essa questão, variedades de
distribuições de probabilidade não apresentam, em geral, fenômenos singulares, sendo bem
comportadas dentro do que foi apresentado (AY et al., 2017). Desse modo, essa discussão perde
seu caráter emergencial dentro deste tratamento amplo. Obviamente, uma análise cuidadosa
acerca das sobreposições de cartas pode ser feita, entretanto, a geometria da informação, ao
menos na generalidade de sua bibliografia, considera esse formalismo um ponto marginal,
que usualmente é omitido. Esse comentário coloca-se como uma recomendação sobre aplicar
resultados de geometria da informação a espaços que apresentam certas anomalias do ponto de
vista geométrico.

22 O autor utiliza o termo “datum” que, durante toda a obra, aparece com o sentido de “informação”,
como em “additional datum”. Por ser um termo impreciso no enunciado do teorema e cuja tradução
não foi feita de maneira literal, optamos por fazer essa observação.
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CAPÍTULO

5
APLICAÇÃO: GEOMETRIA DA

INFORMAÇÃO E LIMITES QUÂNTICOS DE
VELOCIDADE

5.1 A introdução da geometria da informação na busca
por limites quânticos de velocidade

Como foi mencionado diversas vezes durante este trabalho, a geometria da informação
coloca-se com um potencial de aplicabilidade que se estende para além da matemática. Neste
capítulo, apresentaremos uma dessas aplicações, observando como essa área pode ser utilizada
no estudo de limites quânticos de velocidade, referidos como QSL, através de uma abordagem
geométrica. Para tal, iremos nos basear no artigo de revisão (PIRES et al., 2016), seguindo
fortemente o conteúdo exposto nele.

Dito isso e dialogando com o início de 2, podemos destacar que, no contexto de mecânica
quântica, existem diversas relações de incerteza consagradas, em que uma das mais célebres
diz respeito ao Princípio de Incerteza de Heisenberg. Assim, dados A e B dois observáveis
referentes a um sistema quântico, sejam, respectivamente, ∆A e ∆B as raízes quadradas dos
desvios quadrados médios de suas medidas em um estado arbitrário |ψ⟩, isto é,

∆C =
√
⟨ψ|(C−⟨C⟩)2|ψ⟩, ⟨C⟩= ⟨ψ|C|ψ⟩

para C = A,B. Então, é válida a relação

∆A∆B ≥ 1
2
|⟨ψ|[A,B]|ψ⟩| ,

chamada de um relação de incerteza entre A e B e onde [A,B] é o comutador de A e B (PICASSO,
2015), podendo ser entendida como uma desigualdade que envolve as incertezas nas medições



108 Capítulo 5. Aplicação: geometria da informação e limites quânticos de velocidade

dos dois observáveis. Desse modo, é legítimo o questionamento acerca de uma relação dessa
forma para o tempo e a energia. Esse questionamento encontra como primeiro obstáculo o fato
do tempo não ser um operador associado a um observável, mas um parâmetro universal relativo
à dinâmica do sistema. Isso conduziu a uma falta de consenso entre físicos sobre interpretar
a não comutabilidade entre o operador energia ih̄ ∂

∂ t e o tempo t como uma impossibilidade
de os medir simultaneamente1 (PRICE; CHISSICK; HEISENBERG, 1977). Nesse contexto
de busca por uma relação de incerteza envolvendo essas grandezas, interpretou-se tal relação
como uma desigualdade que expressa o limite mínimo imposto pela física sobre o tempo de
evolução de um sistema entre dois estados quânticos distinguíveis (PIRES et al., 2016). Durante
o desenvolvimento histórico dessa questão, houveram diversos resultados. Um deles, atribuído
aos físicos soviéticos Leonid Mandelstam e Igor Tamm, diz respeito a dinâmicas unitárias2

geradas por um hamiltoniano dependente do tempo e que evolui os sistemas de um estado puro
|ψ(0)⟩ para outro estado puro |ψ(τ)⟩, sendo esses estados distinguíveis (PIRES et al., 2016).
Nesse caso,

τ ≥ h̄arccos(|⟨ψ(τ)|ψ(0)⟩|)
∆E

. (5.1)

Outro resultado, obtido pelo engenheiro canadense-estadunidense Norman Margolus e
pelo físico russo-estadunidense Lev Levitin, é válido para sistemas fechados cujo hamiltoniano
H é independente do tempo e evolui os sistemas entre dois estados puros ortogonais (PIRES et

al., 2016). Nesse contexto, o resultado de Margolus e Levitin pode ser traduzido na relação

τ ≥ h̄π

2E
, E := ⟨H⟩. (5.2)

Desse modo, unindo 5.1 a 5.2, obteve-se um limite mais apertado3 para τ quando há o tratamento
de uma dinâmica unitária que evolui um estado puro |ψ(0)⟩ a outro |ψ(τ)⟩ ortogonal ao primeiro
(PIRES et al., 2016). Nesse caso, como |⟨ψ(τ)|ψ(0)⟩|= 0, temos que

τ ≥ max
{

h̄π

2∆E
,

h̄π

2E

}
.

Posto isso, diante dessa busca por QSLs, aspectos geométricos podem conduzir a tais limites,
de maneira que a geometria da informação apresenta-se como colaborativa nesse processo. Isso
se dá por meio do estudo de distinguibilidade entre dois estados de um sistema através do uso

1 É importante pontuar que não há consenso acerca de simultaneidade de medições envolvendo t e
outras grandezas físicas, sendo um termo comumente usado com um sentido amplo e intuitivo (PRICE;
CHISSICK; HEISENBERG, 1977).

2 Dado um espaço vetorial complexo V munido de um produto interno ⟨·|·⟩, um operador U em V é
chamado de unitário em V se ele preserva a norma de todos os vetores de V (WAN, 2019). Assim,
uma dinâmica é unitária se ela é regida por operadores unitários, como ficará mais claro quando
apresentarmos a decomposição de uma evolução através de operadores de Kraus.

3 Por “limite mais apertado” entende-se um limitante melhor para τ; mais rígido. Esse é um termo de
difícil tradução do inglês para o português e alguns autores optam por manter a adjetivação “tighter”
para caracterizar limitantes mais apertados para τ . Aqui, optamos por o traduzir como “apertado” e
fazer essa observação.
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de modelos estatísticos, uma vez que o conjunto de operadores densidade sobre o espaço de
Hilbert de um sistema possui estrutura intrínseca de variedade diferenciável (PIRES et al., 2016).
Então, por meio da introdução de uma métrica riemanniana nesse conjunto, o comprimento das
geodésicas com respeito a sua conexão de Levi-Civita pode ser utilizado para gerar um QSL.
Assim, a busca por esses limitantes se traduz, primeiramente, na procura pela métrica riemanniana
que melhor expressa a física dessas dinâmicas quânticas. Perceba que é apropriado assumir que
essa métrica é contrativa sob mapas completamente positivos que preservam traço e a justificativa
para isso é simplesmente porque tais mapas mantém as características dos operadores densidade
(PIRES et al., 2016). No contexto clássico, assumir isso consiste em considerar que a métrica
é contrativa sob mapas estocásticos. Tratando de geometria sobre espaços de distribuições de
probabilidade de dimensão finita, como consequência do Teorema de Caracterização de Chentsov,
temos que a métrica de Fisher é a única métrica riemanniana contrativa sob tais mapas. Já no
contexto quântico, a métrica de Fisher coloca-se como constitutiva de uma família de infinitas
métricas que satisfazem essa condição de contração (PIRES et al., 2016). É por meio de análises
geométricas dessa família que se obtém alguns QSLs. Apresentemos, então, um processo para a
obtenção desses limites.

5.2 A obtenção de QSLs geométricos

Sabemos que qualquer sistema quântico está associado a um espaço de Hilbert, usu-
almente denotado por H . Dito isso, definamos o espaço de operadores densidade sobre esse
espaço.

Definição 30 (Operador densidade). (PIRES et al., 2016) Seja H um espaço de Hilbert. Um
operador sobre H que é hermitiano, positivo semidefinido e de traço unitário é chamado de
um operador densidade sobre H . Denotamos o espaço de operadores densidade sobre H por
D(H ).

Assim, os estados de H são representados por D(H ) munida de uma métrica rieman-
niana ⟨·|·⟩. Como vimos em 5.1, métricas que são contrativas apresentam importância destacada
no estudo de QSLs geométricos, de maneira que é coerente defini-las.

Definição 31 (Métricas contrativas). (PIRES et al., 2016) Seja F : H → H um mapa comple-
tamente positivo e que preserva traço. Uma métrica riemanniana g em D(H ) é dita contrativa
sob F se, para todo ρ1,ρ2 ∈ D(H ),

L (F(ρ1),F(ρ2))≤ L (ρ1,ρ2) ,

onde L expressa a distância geodésica induzida por4 g.
4 Perceba que essa definição pressupõe que (D(H ),g) é geodesicamente completa, suposição que

transpassa todo o artigo (PIRES et al., 2016).
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Como argumenta (PIRES et al., 2016), no caso de dimensão finita, as métricas contrati-
vas5 são caracterizadas pelas chamadas funções de Morozova-Chentsov, ou seja, para cada uma
dessas funções, existe uma métrica riemanniana em D(H ) que satisfaz a condição de contração
em questão.

Definição 32 (Funções de Morozova-Chentsov). (PIRES et al., 2016) Uma função
f : (0,+∞)→ (0,+∞) é chamada uma função de Morozova-Chentsov se ela satisfaz as condi-
ções abaixo:

1. Monotonicidade para operadores: para quaisquer operadores A e B semipositivos definidos
tais que A ≤ B, então f (A)≤ f (B).

2. Autoinversibilidade: para todo t ∈ (0,+∞), f satisfaz f (t) = t f (1/t).

3. Normalização: f (1) = 1.

É importante notar que essas funções são limitadas inferiormente e superiormente, de
forma respectiva, pelas funções de Morozova-Chentsov fmin e fmax dadas por

fmin =
2t

1+ t
, fmax =

1+ t
2

.

Em outras palavras, dada f uma função de Morozova-Chentsov, para todo t ∈ (0,+∞),
fmin(t)≤ f (t)≤ fmax(t) (PIRES et al., 2016).

Ademais, denotamos por g f a métrica contrativa associada à função de Morozova-
Chentsov f . Assim, dada g f , baseando-se no trabalho (PETZ, 1996) do físico húngaro Dénes
Petz sobre as descobertas de Chentsov e da física russa Elena Morozova, (PIRES et al., 2016)
apresenta o elemento quadrático de comprimento ds2 entre dois operadores densidade vizinhos
ρ e ρ +dρ induzido por g f , a menos de um fator constante, como

ds2 =
1
4

∑
j∈J

(
dρ j j

)2

p j
+2 ∑

j,l∈J
j<l

c f (p j, pl
)∣∣dρ jl

∣∣2
 , (5.3)

onde ρ foi escrita em sua decomposição espectral ρ = ∑ j∈J p j| j⟩⟨ j|, com 0 < p j ≤ 1 para todo
j ∈ J e ∑ j∈J p j = 1, onde dρ jl := ⟨ j|dρ|l⟩ e onde c f é a função dada por

c f (p j, pl) :=
1

pl f (p j/pl)
. (5.4)

Observe que o primeiro termo de 5.3 já foi apresentado, correspondendo à métrica de Fisher clás-
sica6 em ρ . Já o segundo termo é responsável pela não unicidade da métrica, sendo dependente
5 A partir de agora, a especificação da contração ser sob mapas completamente positivos e que preservam

traço será omitida.
6 A caracterização “clássica” advém da existência de uma segunda métrica, conhecida como métrica

de Fisher quântica. Além disso, é comum dizer que essa expressão para a métrica de Fisher é em ρ ,
diferentemente do caso de modelos estatísticos fora do contexto quântico, em que se costuma dizer
que a métrica é no parâmetro j, tal qual fizemos em 2.2.
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das funções de Morozova-Chentsov e sendo uma expressão da coerência7 de dρ com respeito à
base de autovetores de ρ (PIRES et al., 2016).

Note que, como g f é contrativa, então seus comprimentos geodésicos são medidas de
distinguibilidade genuínas para densidades de probabilidade (PIRES et al., 2016). Isso pode ser
explicado do ponto de vista de sistemas abertos8. Em um sistema quântico aberto, a informação
é perdida para o ambiente, de maneira que, na média, estados inicialmente bem distinguíveis
tornam-se cada vez mais parecidos a partir da perspectiva das medições quânticas. Explicado isso,
por mais que os comprimentos geodésicos, nesse contexto, sejam medidas de distinguibilidade
genuínas, o cálculo de geodésicas e, consequentemente, de seus comprimentos, pode ser um
trabalho complicado, como sabemos e já comentamos em 3.5. O caso da família de métricas g f

em D(H ) não é diferente. Como destaca (PIRES et al., 2016), as expressões analíticas para as
distâncias geodésicas, nesse caso, são conhecidas apenas para g fmax e g fWY , onde

fWY (t) =
(
√

t +1)2

4
.

No caso de g fmax , essa métrica é conhecida como métrica de Fisher quântica, uma vez que ela
apresenta um formato análogo ao da métrica de Fisher clássica, sendo definida, em um estado
quântico parametrizado ρξ , por meio da matriz de informação de Fisher quântica de entradas

Fi j(ξ ) :=
1
2

Tr
(
ρξ{Li,L j}

)
,

onde {Li,L j} indica o anticomutador de Li e L j e onde Li e L j são chamados de derivadas
logarítmicas simétricas, dadas por

∂iρξ =
1
2
(
ρξ Li −Liρξ

)
para todo i ∈ J (LIU et al., 2019). Desse modo, a menos de um fator multiplicativo, o elemento
quadrático ds2 dessa métrica escreve-se como

ds2 =
1
2

[
∑

j,l∈J

|⟨ j|dρ|l⟩|2

p j + pl

]
=

1
4

∑
j∈J

(
dρ j j

)2

p j
+2 ∑

j,l∈J
j<l

2
p j + pl

∣∣dρ jl
∣∣2
 ,

que está de acordo com 5.3, e a distância geodésica L QF(ρ1,ρ2) entre ρ1,ρ2 ∈ D(H ) induzida
por g fmax é dada por

L QF(ρ1,ρ2) = arccos
(√

F(ρ1,ρ2)
)
, (5.5)

onde F(ρ1,ρ2) :=
(
Tr
[√√

ρ1ρ2
√

ρ1
])2 é conhecida como fidelidade de Uhlmann entre ρ1 e ρ2

(PIRES et al., 2016). Já, quando a função de Morozova-Chentsov é fWY , g fWY recebe o nome
7 Um estado é coerente em uma dada base do espaço se os seus termos não diagonais, nessa base, são

não nulos.
8 Um sistema aberto é um sistema físico bem delimitado tal que é possível haver fluxo de matéria,

trabalho e energia, por si mesma, através desse limite (BASU, 2018).
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de métrica de Wigner-Yanase, cuja distância geodésica entre ρ1 e ρ2 ∈ D(H ), nesse caso,
escreve-se como

L WY (ρ1,ρ2) = arccos(A(ρ1,ρ2)), (5.6)

onde A(ρ1,ρ2) = Tr
(√

ρ1
√

ρ2
)

é chamada de afinidade quântica entre ρ1 e ρ2 e, assim como a
fidelidade de Uhlmann, é uma medida de distinguibilidade entre estados quânticos (PIRES et al.,
2016).

Outrossim, mesmo sendo complexo o cálculo de tais distâncias geodésicas, podemos
estudar a evolução de um estado quântico genérico a fim de, por meio da característica de
minimização das geodésicas, expressar QSLs. Assim, dado ρ0 ∈D(H ), a evolução dinâmica de
ρ0 pode ser descrita por meio dos chamados operadores de Kraus Kξ

j , com j ∈ J, que constituem

uma família de operadores {Kξ

j } j∈J que satisfazem ∑ j∈J Kξ †
j Kξ

j = 1 e dependem do r-parâmetro
ξ = {ξ1,ξ2, . . . ,ξr} que define a dinâmica (PIRES et al., 2016). Desse modo, a evolução de ρ0

determinada por ξ pode ser escrita como

ρξ = ∑
j∈J

Kξ

j ρ0Kξ †
j ,

de maneira que ela pode ser interpretada como um caminho9 em D(H ) iniciando em ρ0.
Considere, então, uma dinâmica evolutiva ρξ em que ξ varia analiticamente de um parâmetro ξI

para um ξF , determinando, assim, uma curva β diferenciável ligando ρξI a ρξF

Figura 13 – Representação gráfica de uma variação analítica na evolução dinâmica de ρ0. As curvas
tracejadas indicam evoluções intermediárias entre ρξI e ρξF , que determinam a curva β

ligando ρξI a ρξF

Fonte: Adaptada de Pires et al. (2016, p 021031-3).

Sabemos que o comprimento `
f
β

de β depende da escolha de g f e, para cada f fixado,
esse comprimento é dado por

`
f
β
=
∫

β

ds.

9 A notação ρξ indica tanto o ponto final da evolução de ρ0 determinada por ξ quanto essa própria
dinâmica evolutiva.
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Perceba que, como a variação analítica do parâmetro ξ foi tomada arbitrariamente, o compri-
mento de β é limitado inferiormente pelo comprimento da geodésica minimizante ligando ρξI a
ρξF .

Ademais, note que, como a evolução ρξ é função de ξ , temos que

dρξ =
r

∑
k=1

∂kρξ dξk.

Escrevendo ρξ em sua decomposição espectral como ρξ = ∑ j∈J p j| j⟩⟨ j|, com 0 < p j ≤ 1 para
todo j ∈ J e ∑ j∈J p j = 1, temos, pela regra do produto para derivadas, que

∂kρξ = ∑
j∈J

{(
∂k p j

)
| j⟩⟨ j|+ p j [(∂k| j⟩)⟨ j|+ | j⟩(∂k⟨ j|)]

}
.

Usando a identidade (∂k⟨ j|) |l⟩=−⟨ j |∂k| l⟩ para todo j, l ∈ J e k ∈ R := {1,2, . . . ,r}, obtemos
a expressão〈

j
∣∣∂kρξ

∣∣ l〉= ∑
m∈J

[⟨ j |∂k pm|m⟩⟨m|l⟩+ ⟨ j| pm (∂k|m⟩)⟨m|l⟩+ ⟨ j|m⟩pm (∂k⟨m|) |l⟩]

= ∂k p jδ jl +
(

pl − p j
)
⟨ j |∂k| l⟩ .

Consequentemente, temos que, para todo j, l ∈ J e k ∈ R, é válida a seguinte sequência de
igualdades 〈

j
∣∣dρξ

∣∣ l〉= ∑
k∈R

〈
j
∣∣∂kρξ dξk

∣∣ l〉
= ∑

k∈R

[
∂k p jδ jl + i

(
pl − p j

)
i⟨ j |∂k| l⟩

]
dξk

= ∑
k∈R

[
∂k p jδ jl + i

(
pl − p j

)
A k

jl

]
dξk,

onde A k
jl := i⟨ j |∂k| l⟩. Desse modo,

|⟨ j|dρξ |l⟩|2 =

∑k1,k2∈R
(
∂k1 p j

)(
∂k2 p j

)
dξk1dξk2, se i = j

∑k1,k2∈R(p j − pl)
2A k1

jl A k2
l j dξk1dξk2, caso contrário.

Com isso, podemos escrever ds2 em termos de dξk, com k ∈ R. De fato,

ds2 =
1
4

∑
j∈J

∑
k1,k2∈R

(
∂k1 p j

)(
∂k2 p j

)
p j

+2 ∑
j,l∈J
j<l

∑
k1,k2∈R

c f (p j, pl
)(

p j − pl
)2

A k1
jl A k2

l j

 dξk1dξk2

= ∑
k1,k2∈R

1
4 ∑

j∈J

(
∂k1 p j

)(
∂k2 p j

)
p j

+
1
2 ∑

j,l∈J
j<l

c f (p j, pl
)(

p j − pl
)2

A k1
jl A k2

l j

 dξk1dξk2

= ∑
k1,k2∈R

g f
k1,k2

dξk1dξk2,
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onde

g f
k1k2

:= Fk1k2 +Q f
k1k2

,

com

Fk1k2 :=
1
4 ∑

j∈J

(
∂k1 p j

)(
∂k2 p j

)
p j

, (5.7)

Q f
k1k2

:=
1
2 ∑

j,l∈J
j<l

c f (p j, pl
)(

p j − pl
)2

A k1
jl A k2

l j . (5.8)

Comparando essa expressão com 5.3, observamos que o termo Fk1k2 é uma expressão comum à
toda família de métricas g f , enquanto que Q f

k1k2
refere-se à contribuição advinda da função de

Morozova-Chentsov f .

Considere, agora, que ξ é função do tempo. Sendo τ o tempo de evolução de ρ0, tome
a parametrização t ∈ [0,τ] ↦→ ξ (t) tal que ξ (0) = ξI e ξ (τ) = ξF . Logo, o comprimento da
geodésica minimizante ligando ρ0 ao estado final ρτ é um limitante inferior para o comprimento
da curva α de evolução do estado ρ0 a ρτ , ou seja,

L f (ρ0,ρτ)≤ `
f
α (ρ0,ρτ) , (5.9)

onde

`
f
α (ρ0,ρτ) =

∫
τ

0

√
∑

k1,k2∈R
g f

k1k2

dξk1

dt
dξk2

dt
dt.

Figura 14 – Representação gráfica da evolução dinâmica de ρ0 no tempo. Em azul, temos o estado
evolutivo de ρ0 no tempo t ∈ [0,τ]. Inicialmente, a curva se aproxima daquela que fornece a
evolução ρξI e, conforme t chega perto de τ , a curva azul torna-se próxima de ρξF

Fonte: Adaptada de Pires et al. (2016, p 021031-3).

Note que, para cada função de Morozova-Chentsov f , 5.9 fornece um QSL geométrico.
Assim, fixada a dinâmica α que evolui ρ0, a fim de mensurarmos quão apertado é o QSL
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fornecido por uma métrica g f , definamos a diferença abaixo relativa à geodésica minimizante
ligando ρ0 a ρτ :

δ
f

α :=
`

f
α (ρ0,ρτ)−L f (ρ0,ρτ)

L f (ρ0,ρτ)
.

Assim, para cada dinâmica α , o QSL geométrico mais apertado obtido a partir de 5.9 é aquele
referente a f que minimiza δ

f
α (PIRES et al., 2016). Logo, o QSL geométrico mais apertado é

L fM (ρ0,ρτ)≤ `
fM
α (ρ0,ρτ) , (5.10)

onde fM é a função de Morozova-Chentsov tal que fM = argmin f δ
f

α (PIRES et al., 2016).
Perceba que, por mais que 5.10 seja apertado quando comparado com 5.9, ainda há a dificuldade
de calcular o lado esquerdo dessa desigualdade. Sendo assim, a fim de ilustrar tais QSLs, explo-
remos três exemplos nas próximas seções deste capítulo, analisando os casos em que esse cálculo
pode ser realizado sem grandes dificuldades. Nesse ponto, finalizamos as aplicações do que foi
apresentado, especialmente no capítulo 2, à busca por QSLs. Por completude, apresentaremos
os exemplos seguintes a fim de ilustrar o papel do análogo quântico da métrica de Fisher no
contexto de limites quânticos de velocidade.

5.3 Dinâmica unitária

Considere um sistema quântico fechado com estado inicial ρ0 que evolui por uma
dinâmica unitária. Como a soma de operadores unitários não necessariamente é um operador
unitário, a decomposição de uma evolução unitária ρξ em operadores de Kraus escreve-se
como ρξ = Uξ ρ0U†

ξ
, onde Uξ é unitário. Considerando tal evolução, como transformações

unitárias não alteram pureza10, a matriz de ρξ não depende de ξ na base dos seus autovetores e,
consequentemente, ∂k p j = 0 para todo i ∈ J e para todo k ∈ R, onde p j são os autovalores de ρξ

(PIRES et al., 2016). Assim, observando 5.5, para todo k1,k2 ∈ R, temos que Fk1k2 = 0. Desse
modo, no caso unitário, g f

k1k2
simplifica-se em Qk1k2 . No caso de dinâmicas unitárias, é conhecido

que A k
jl =

1
h̄⟨ j|∆Hξ

k |l⟩, onde ∆Hξ

k = Hξ

k −⟨Hξ

k ⟩, com ⟨Hξ

k ⟩= Tr
(

ρξ Hξ

k

)
e Hξ

k =−ih̄Uξ ∂kU
†
ξ

(PIRES et al., 2016). Nesse caso,

g f
k1k2

= Qk1k2 =
1

2h̄2 ∑
j,l∈J
j<l

c f (p j, pl
)(

p j − pl
)2 ⟨ j|∆Hξ

k1
|l⟩⟨l|∆Hξ

k2
| j⟩, (5.11)

que é uma expressão dependente da escolha da função de Morozova-Chentsov. Uma vez que as
geodésicas de g fmax são conhecidas, estudemos tal caso. Como

c fmax(p j, pl) =
2

p j + pl
,

10 A pureza de ρ ∈ D(H ) é definida como Tr(ρ2).



116 Capítulo 5. Aplicação: geometria da informação e limites quânticos de velocidade

obtemos que 5.11 escreve-se como

gQF
k1k2

=
1

2h̄2 ∑
j,l∈J

(
p j − pl

)2

p j + pl
⟨ j|∆Hξ

k1
|l⟩⟨l|∆Hξ

k2
| j⟩.

Uma vez que 0 < pm ≤ 1 para todo m ∈ J, sabemos que vale a desigualdade(
p j − pl

)2

p j + pl
≤ p j + pl.

Desse modo, obtemos um limitante superior para gQF
k1k2

, dado por

gQF
k1k2

≤ 1
2h̄2 ∑

j,l∈J

(
p j + pl

)
⟨ j|∆Hξ

k1
|l⟩⟨l|∆Hξ

k2
| j⟩=

C
(

∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2

)
h̄2 ,

onde

C
(

∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2

)
:= ∑

j,l∈J

(
p j + pl

)
⟨ j|∆Hξ

k1
|l⟩⟨l|∆Hξ

k2
| j⟩= 1

2
Tr
[
ρξ{∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2
}
]

é chamada de covariância simetrizada de ∆Hξ

k1
e ∆Hξ

k2
(PIRES et al., 2016). Assim, substituindo

isso em 5.9, obtemos a relação

L QF (ρ0,ρτ)≤
∫

τ

0

√
∑

k1,k2∈R
g f

k1k2

dξk1

dt
dξk2

dt
dt

≤ 1
h̄

∫
τ

0

√
∑

k1,k2∈R
C
(

∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2

) dξk1

dt
dξk2

dt
dt.

Por simplicidade, suponha que ξ seja um 1-parâmetro, digamos ξ = t. Nesse caso, Hξ

k reduz-se
apenas a Ht = −ih̄Ut∂tU

†
t e C

(
∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2

)
corresponde à variância quadrática de Ht . Com

efeito,

C (∆Ht ,∆Ht) =
1
2 ∑

j,l∈J

(
p j + pl

)
⟨ j|∆Ht |l⟩⟨l|∆Ht | j⟩

= Tr
[
ρξ (∆Ht)

2
]

= Tr
{

ρξ

[
(Ht)

2 −Ht ⟨Ht⟩−⟨Ht⟩Ht + ⟨Ht⟩2
]}

=
〈
(Ht)

2
〉
−⟨Ht⟩2 .

Nesse caso, então, o limite que havíamos obtido escreve-se como

τ
−1L QF (ρ0,ρτ)≤

1
h̄τ

∫
τ

0

√〈
H2

t
〉
−⟨Ht⟩2 dt =

1
h̄

∆E,

onde

∆E :=
1
τ

∫
τ

0

√〈
H2

t
〉
−⟨Ht⟩2 dt
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é a variância média de Ht (PIRES et al., 2016). Consequentemente, temos o QSL

τ ≥ h̄
∆E

L QF (ρ0,ρτ) ,

que possui um formato próximo àquele obtido por Mandelstam e Tamm (PIRES et al., 2016).
Isso se deve ao fato de eles terem estudado estados puros distinguíveis, uma vez que a fidelidade
de Uhlmann é nula nesse caso e, como consequência de 5.5, observamos que L QF(ρ0,ρτ) =

π

2 .

Ademais, assim como no caso de g fmax , a expressão das geodésicas de 5.11 são conhecidas
quando a função de Morozova-Chentsov escolhida é fWY . Desse modo, estudemos 5.9 quando
g f é a métrica de Wigner-Yanase. Introduzindo fWY na expressão 5.4, temos que

c f (p j, pl) =
4

(
√p j +

√
pl)

.

Substituindo em 5.11, obtemos

gWY
k1k2

=
2
h̄2 ∑

j,l∈J
j<l

(
p j − pl√p j +

√
pl

)2

⟨ j|∆Hξ

k1
|l⟩⟨l|∆Hξ

k2
| j⟩

=− 1
h̄2 Tr

([√
ρ,∆Hξ

k1

][√
ρ,∆Hξ

k2

])
=

2
h̄2 G

(
∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2

)
,

onde G :=−1
2 Tr

([√
ρ,∆Hξ

k1

][√
ρ,∆Hξ

k2

])
(PIRES et al., 2016). Substituindo na desigualdade

5.9, obtemos

L WY (ρ0,ρτ)≤
√

2
h̄

∫
τ

0

√
∑

k1,k2∈R
G
(

∆Hξ

k1
,∆Hξ

k2

) dξk1

dt
dξk2

dt
dt.

Tal como foi feito para o caso da métrica de Fisher quântica, vamos supor que ξ é o 1-parâmetro
ξ = t, de maneira que Hξ

k escreve-se como Ht =−ih̄Ut∂tU
†
t . Nesse caso, G reduz-se a chamada

informação assimétrica I (ρt ,Ht) := −1
2 Tr

([√
ρ,∆Ht

]2) entre o estado evoluído ρt e o Ht .
Então, nesse caso, 5.9 escreve-se como

τ
−1L WY (ρ0,ρτ)≤

√
2

h̄

√
I ,

onde √
I :=

1
τ

∫
τ

0

√
I (ρt ,Ht) dt

é a raiz quadrada da informação assimétrica média entre ρt e Ht (PIRES et al., 2016). Logo,
temos o QSL geométrico

τ ≥ h̄
√

2
√

I
L WY (ρ0,ρτ) .

Usando o fato de I (ρt ,Ht)≤
〈
(Ht)

2
〉
−⟨Ht⟩2, observamos que

τ ≥ h̄√
2
√

I
L WY (ρ0,ρτ)≥

1√
2

h̄
∆E

L WY (ρ0,ρτ) .



118 Capítulo 5. Aplicação: geometria da informação e limites quânticos de velocidade

Suponha, então, que ρ0 e ρτ comutam. Nesse caso,
√

F (ρ0,ρτ) = A(ρ0,ρτ) e, consequente-
mente,

τ ≥ h̄
∆E

L QF (ρ0,ρτ)≥
h̄√
2∆E

L WY (ρ0,ρτ) ,

de maneira que, em termos da variância média de Ht , a métrica de Fisher quântica é mais apertada
do que a métrica de Wigner-Yanase nesse contexto (PIRES et al., 2016). Esse é um resultado
advindo não apenas da comutatividade da distribuição inicial ρ0 e da final ρτ , mas também da
dinâmica ser unitária. Estudemos, agora, o que ocorre em dois casos em que essa unitariedade da
dinâmica é retirada e o sistema deixa de ser fechado.

5.4 Dinâmica não unitária - canal de defasagem paralela

Estudando o caso de um qubit11, um estado na esfera de Bloch12 pode ser denotado por

ρ =
1
2
(1+~r ·~σ),

onde~r = (r sinθ cosφ ,r sinθ sinφ ,r cosθ), com r ∈ [0,1], θ ∈ [0,π] e φ ∈ [0,2π), é chamado
de vetor de Bloch e ~σ é o vetor das matrizes de Pauli13 (PIRES et al., 2016). Considere, então, a
equação

∂ρ(t)
∂ t

= H(ρ)+L(ρ)

que rege sistemas quânticos abertos, chamada de equação mestra de Lindblad, onde
H(ρ) :=−i[H,ρ] representa a evolução unitária dada pelo hamiltoniano H e L(ρ) é um termo li-
ouviliano, que descreve o ruído no sistema quântico (PIRES et al., 2016). Sendo assim, considere

H =
ω0

2
σ3, L(ρ) =−Γ

2
(ρ −σ3ρσ3) , (5.12)

onde ω0 é a frequência unitária e Γ é a taxa de decoerência14 na base computacional. É importante
citar que, por frequência unitária, entende-se a frequência que surge quando se evolui o estado
pela equação de Schrödinger, sem o termo liouviliano. Dito isso, sob as considerações de 5.12, o
canal que introduz o ruído no sistema é chamado de canal de defasagem paralela, uma vez que
L(ρ) tem a mesma direção dada pela matriz de Pauli que H.

11 Um qubit é um sistema quântico de dois níveis distintos. Ele é um bit que possui dois estados
distinguíveis |0⟩ e |1⟩, podendo existir em um estado de superposição deles (WATERLOO, 2022).

12 Grosso modo, a esfera de Bloch é uma representação geométrica esférica de um qubit. Os pontos
na casca da esfera correspondem a estados puros, enquanto que os pontos do interior referem-se a
misturas de estados. Os polos norte e sul representam, respectivamente, |0⟩ e |1⟩.

13 Para saber mais, veja o capítulo 2 de (NIELSEN; CHUANG, 2010)
14 Uma decoerência é um processo para eliminar os termos não diagonais de um estado coerente em

uma base. No caso de qubits, a coerência é usualmente expressa em relação à base computacional
{|0⟩, |1⟩}.
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Figura 15 – Representação gráfica da esfera de Bloch no caso de um canal de defasagem paralela. O canal
contrai a esfera mantendo a direção z intacta, assim como o centro da esfera deformada, fato
que fornece a esse canal a adjetivação unital

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, a evolução de ρ0, descrita em termos de operadores de Kraus, é da forma

ρt = K0ρ0K†
0 +K1ρ0K†

1 ,

onde

K0 =
√

q+

(
e−iω0t/2 0

0 eiω0t/2

)
, K1 =

√
q−

(
e−iω0t/2 0

0 −eiω0t/2

)
,

com q± := 1±qt
2 para qt := e−Γt (PIRES et al., 2016). Tomando ρt em sua decomposição espectral,

obtemos
ρt = ∑

j=±
p j|θt ,φt⟩ j⟨θt ,φt | j,

onde
p± :=

1
2
(1± r0ξt) ,

ξt :=
√

cos2 θ0 +q2
t sin2

θ0,

|θt ,φt⟩± =
1

N±

[
(cosθ0 ±ξt) |0⟩+ ei(ω0t+φ0)qt sinθ0|1⟩

]
para N± constantes de normalização e r0,θ0,φ0 coordenadas do estado inicial na esfera de Bloch
(PIRES et al., 2016). Note que

∂t p± =±
r0qt

(
dqt
dt

)
sin2

θ0

2ξt
.
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Substituindo isso em 5.7, temos que

F =
1
4

[
(∂t p+)(∂t p+)

p+
+

(∂t p−)(∂t p−)
p−

]

=
1
4

r2
0q2

t

(
dqt
dt

)2
sin4

θ0

4ξ 2
t
(1

2 +
1
2r0ξt

) +
r2

0q2
t

(
dqt
dt

)2
sin4

θ0

4ξ 2
t
(1

2 −
1
2r0ξt

)


=
r2

0q2
t

(
dqt
dt

)2
sin4

θ0

4ξ 2
t
(
1− r2

0ξ 2
t
) .

Além disso, perceba que

±⟨θt,φt|∂t |θt ,φt⟩∓ =
qt sin2

θ0

N+N−

[
iω0qt ∓

(
dqt

dt

)
cosθ0

ξt

]
,

de maneira que a expressão 5.8 escreve-se como

Q f =
1
8

ω
2
0 q2

t +
cos2 θ0

(
dqt
dt

)2

ξ 2
t

r2
0 sin2

θ0c f (p+, p−) ,

onde as constantes de normalização foram desconsideradas. Com esses resultados, temos que os
termos F e Q f da métrica g f anulam-se para todos os estados que, inicialmente, estão sobre o
eixo z, independente da função de Morozova-Chentsov f . Isso se deve ao fato dos estados nesse
eixo não serem afetados pelo canal de defasagem, como é possível observar em 15. Estudando,
então, a qualidade das métricas de Fisher quântica e de Wigner-Yanase na obtenção de QSLs, os
autores de (PIRES et al., 2016) identificaram um fenômeno que destoa daquele observado para o
caso unitário. Em regimes de baixa frequência, ou seja, conforme ω0 aproxima-se de 0, a métrica
gWY produz limites mais apertados que gQF , especialmente para raios iniciais r0 próximos da
superfície da esfera e para ângulos iniciais θ0 perto de 0 ou π . Em outras palavras, nesse regime,
a métrica de Wigner-Yanase produz QSLs tão melhores que os obtidos pela métrica de Fisher
quântica quanto os estados iniciais estejam próximos dos elementos da base computacional na
esfera. Já, conforme a frequência aumenta, esse comportamento se inverte e, para estados iniciais
nas proximidades de |0⟩ e |1⟩, gQF produz limites mais apertados que gWY , como expõe (PIRES
et al., 2016). Isso mostra que, em sistemas mais realísticos, nem sempre a métrica de Fisher
quântica é a melhor no estudo de QSLs. Seguindo o que foi proposto em (PIRES et al., 2016),
vejamos se esse é um comportamento que se estende para canais que deformam a esfera ao longo
do eixo z, também.

5.5 Dinâmica não unitária - canal de amortecimento de
amplitude

Ainda considerando um qubit, a evolução

ρt = K0ρ0K†
0 +K1ρ0K†

1 ,
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de ρ0 é descrita em termos de operadores de Kraus

K0 =

(
1 0
0
√

1−ξt

)
, K1 =

(
0
√

ξt

0 0

)
,

onde ξt := 1− e−Γt (PIRES et al., 2016). Esse canal desloca o centro da esfera de Bloch na
direção positiva do eixo z, deformando a esfera em direção ao estado |0⟩.

Figura 16 – Representação gráfica da esfera de Bloch no caso de um canal de amortecimento de amplitude.
Ele desloca a esfera na direção z junto ao seu centro, sendo um canal não unital

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, a decomposição espectral da evolução ρt do estado inicial ρ0 é dada por

ρt = ∑
j=±

p j|θt ,φt⟩ j⟨θt ,φt | j,

onde
p± :=

1
2
(1±ϑt),

ϑt :=
√

1−ζt (1−ξt),

ζt := 1− r2
0 +ξt (1− r0 cosθ0)

2 ,

ςt := ξt + r0 (1−ξt)cosθ0,

|θt ,φt⟩± =
1√
N±

[
(ςt ±ϑt) |0⟩+ eiφ0r0

√
1−ξt sinθ0|1⟩

]
,

e N± são constantes de normalização (PIRES et al., 2016). Perceba que

∂t p± =±1
2

∂tϑt

=±Γe−Γt

4ϑt

[
(ξt −1)(1− r0 cosθ0)

2 +ζt

]
.
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Substituindo em 5.7, obtemos

F =
1
4

[
(∂+p+)(∂+p+)

p+
+

(∂t p−)(∂t p−)
p−

]
=

Γ2e−2Γt

32ϑ 2
t

[
(ξt −1)(1− r0 cosθ0)

2 +ζt

]2
(

1+ϑt +1−ϑt

1−ϑ 2
t

)
=

Γ2e−2Γt

16ϑ 2
t ζt (1−ξt)

[
(ξt −1)(1− r0 cosθ0)

2 +ζt

]2

.

Além disso, note que

±⟨θt,φt|∂t |θt ,φt⟩∓ =
Γe−Γt

√
N+N−

{[
(ςt ±ϑt)r0 cosθ0 −1

∓ 1
2ϑt

(
(1− r0 cosθ0)

2 (1−ξt)−ζt

)]
+

r2
0 sin2

θ0

2

}
.

Adicionando essa expressão em 5.8, obtemos

Q f =
r2

0 sin2
θ0 (2− ςt)

2 c f (p+, p−)
32ϑ 2

t (1−ξt)
,

onde N± e o termo de fase global Γe−Γt foram suprimidos. Então, assim como no caso do canal
de defasagem paralela, quando o ângulo inicial θ0 é 0 ou π , a contribuição de Q f desaparece, de
maneira que os comprimentos geodésicos são independentes da escolha da função de Morozova-
Chentsov. Enquanto que F anula-se no caso de defasagem paralela quando θ0 ∈ {0,π}, aqui ele
rege a geometria advinda de g f .

Ademais, tal como foi citado na seção 5.4, os autores de (PIRES et al., 2016) também
compararam, nesse caso, quão apertados são os QSLs produzidos pela métrica de Fisher quântica
em relação àqueles obtidos pela métrica de Wigner-Yanase. Seus resultados mostram que os
QSLs obtidos por meio de gWY são quase saturados em toda a esfera de Bloch, ou seja, δWY ≈ 0
para quase todo ρ0 na esfera. Já gQF quase se satura nas proximidades de |0⟩ e, conforme ρ0

afasta-se desse ponto, observa-se que δ QF ≥ δWY . Esse comportamento expressa o fato de |0⟩ ser
invariante pelo canal de amortecimento de amplitude (PIRES et al., 2016). Assim, diferentemente
dos demais dois casos abordados neste capítulo, a métrica de Wigner-Yanase produz QSLs mais
apertados que a métrica de Fisher quântica em quase toda a esfera de Bloch.
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CAPÍTULO

6
CONCLUSÃO

Este trabalho configura-se como uma apresentação sobre a geometria da informação,
partindo de modelos estatísticos e seguindo até as α-conexões, exibindo a aplicabilidade das
noções dessa área no cálculo de limites quânticos de velocidade. Sendo assim, ele organiza-
se como um compilado de conceitos e resultados que sustentam esse campo de estudos, não
havendo, desse modo, um único resultado que se sobressai como a conclusão desta dissertação,
mas sim um conjunto deles.

Dito isso, sendo a geometria da informação uma área que se conecta com diversas
outras, em especial com a estatística, seu caráter interdisciplinar transpassa seu desenvolvimento
histórico, de maneira que os modelos estatísticos, possuindo uma estrutura intrínseca de variedade
diferenciável, podem ser munidos da métrica de Fisher, do Tensor de Amari-Chentsov e de uma
família uniparamétrica de conexões lineares, essa última sendo a família das α-conexões. Isso
permite o estudo de dissimilaridade entre as distribuições de probabilidades desses modelos por
meio de geodésicas as ligando, geodésicas essas que podem ser selecionadas de acordo com o
modelo, escolhendo um fator α em [−1,1]. Desse modo, a α-geometria permite uma ampliação
das análises estatísticas em modelos estatísticos.

Além disso, por um lado, na perspectiva estatística advinda do Teorema do Limite
Central, uma distribuição de probabilidades se sobressai como uma distribuição de convergência
no contexto de grandes amostras e em que há independência e igual distribuição de probabilidade.
Essa distribuição é a gaussiana. Por outro, a geometria hiperbólica destaca-se como uma das três
geometrias de curvatura constante para superfícies. Esses dois objetos, importantes cada qual
para sua respectiva área, conectam-se na geometria da informação por meio da métrica de Fisher
g, de maneira que ela, no modelo gaussiano, escreve-se, no sistema de coordenadas natural dele,
como g = 2gH2 , onde gH2 é a métrica hiperbólica no modelo do Plano de Lobachevsky escrita em
coordenadas retangulares. Dessa forma, pudemos concluir que a geometria advinda da métrica
de Fisher no modelo gaussiano é, essencialmente, hiperbólica.
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Além disso, partindo de uma abordagem extrínseca para a geometria da informação
finita, mergulhando os espaços de parâmetros no espaço de medidas positivas M+(X ) sobre
o conjunto finito não vazio X = {x1,x2, . . . ,xn+1}, observamos, primeiramente, que o espaço
de distribuições de probabilidade positivas P+(X ) sobre X , munido da métrica de Fisher g

induzida de M+(X ), é isométrico ao setor esférico positivo

S2,+(X ) :=

{
f ∈ F (X )

∣∣∣∣∣ f (xi)> 0, i ∈ I, ∑
i∈I

f (xi)
2 = 4

}
⊂ F (X )

equipado com a métrica herdada da métrica euclidiana em F (X ), de maneira que podemos
concluir que (P+(X ),g) possui curvatura constante positiva.

Ademais, por meio do Teorema de Caracterização de Chentsov e de sua extensão para
o tensor de Amari-Chentsov em P+(X ), pudemos concluir que a métrica de Fisher e que
esse campo tensorial são os únicos campos, respectivamente, 2- e 3-covariantes não triviais
em P+(X ) que são preservados por morfismos de Markov induzidos por núcleos de Markov
congruentes, sendo esse um resultado que não se aplica a campos n-covariantes, com n ≥ 4.

Outrossim, sendo o tensor de Amari-Chentsov definido através de duas conexões lineares
em M+(X ), essas conexões apresentam relativa importância na geometria da informação.
Chamadas de conexão mistura e conexão exponencial, suas geodésicas, ao menos no último
caso, expressam a nomenclatura dada a elas, uma vez que as geodésicas no caso da exponencial
são dadas por

γ̂
(e) : R −→ R(X )

t ↦−→
exp
(

t da
dη

)
N

η .

onde R(X ) é notação tanto para M+(X ) quanto para P+(X ) e onde

N =

{
1, se R(X ) = M+(X ),

ξ

(
exp
(

t da
dη

))
, se R(X ) = P+(X ).

Já as geodésicas no caso da mistura são da forma

γ̂
(m) :

(
t−, t+

)
−→ R(X )

t ↦−→ η + ta
com

t− :=−min
{

ηi

ai

∣∣∣∣ i ∈ I, ai > 0
}
, t+ := min

{
ηi

|ai|

∣∣∣∣ i ∈ I, ai < 0
}

sob a convenção min∅ = +∞. Essas duas conexões são um caso destacado das α-conexões.
Assim, esse mesmo cálculo pode ser feito para se obter as α-geodésicas. Em M+(X ), obtemos
que elas são da forma

γ
(α) :

(
t−, t+

)
−→ M+(X )

t ↦−→
(

µ
1−α

2 + t
(1−α)

2
µ
− 1+α

2 a
) 2

1−α

,
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onde

t− :=−min
{

2µi

(1−α)ai

∣∣∣∣ i ∈ I,ai > 0
}
, t+ := min

{
2µi

(1−α) |ai|

∣∣∣∣ i ∈ I,ai < 0
}

e onde γ(α)(t)→ µeat/µ quando α → 1−. Já as α-geodésicas em P+(X ) são de difícil deter-
minação, uma vez que a equação da geodésica, nesse caso, consiste em um sistema de equações
diferenciais não lineares de segunda ordem com dependências não lineares entre si e com
α ∈ [−1,1] arbitrário.

Ademais, retornando a uma abordagem intrínseca e apresentadas as noções de variedade
dualística e variedade estatística, exibimos a prova de que uma estrutura estatística em uma
variedade diferenciável induz uma estrutura dualística livre de torção e vice-e-versa. Além
disso, estudando as famílias de distribuições exponenciais e mistura, pudemos concluir que
elas podem ser modeladas por variedades hessianas, uma vez que ∇(1) é plana na primeira
assim como ∇(−1) é plana na segunda e, além disso, a métrica de Fisher nelas escreve-se nos
sistemas de coordenadas afim respectivos a cada conexão como gi j = Hess( f ), onde f , no caso
das distribuições mistura, consiste na entropia de Shannon dessas distribuições.

Além disso, estudando estruturas dualmente planas (g,∇,∇*) em uma variedade dife-
renciável M, observamos que os sistemas de coordenadas afins para ∇ e para ∇* conectam-se
através da transformada de Legendre. Então, expusemos a prova de que a nulidade do tensor de
curvatura de Riemann é uma característica mantida por dualização, ou seja, R(−α) = 0 implica
que R(α) = 0. Além disso, explicamos que, por um lado, dada (g,∇,∇*) uma estrutura dualmente
plana em M e dado um sistema de coordenadas afim para cada uma das conexões, é possível
encontrar duas funções estritamente convexas ψ,ϕ : M → R tais que g e g−1 escrevem-se como
a hessiana dessa funções em relação aos sistemas afim. Já, por outro lado, mostramos que a
recíproca também é verdadeira, de maneira que finalizamos notando que uma estrutura dualmente
plana em M é equivalente, ao menos localmente, à informação de uma única função convexa,
com a convexidade tomada em relação ao sistema afim para ∇.

Finalmente, observamos a aplicabilidade da geometria da informação na teoria de in-
formação quântica, em que ela é utilizada na procura por limites quânticos de velocidade
geométricos. Isso é feito através do estudo de distinguibilidade entre dois estados de um sistema
por meio do uso de modelos estatísticos. Munindo esses modelos com métricas contrativas sob
mapas semipositivos e que preservam traço, métricas essas associadas univocamente à funções
de Morozova-Chentsov, destacamos que os elementos de comprimento quadrático induzidos por
elas entre dois operadores densidade vizinhos escrevem-se fazendo uso da métrica de Fisher
clássica. Analisando, então, a qualidade dos QSLs produzidos tanto pela métrica de Fisher
quântica quanto pela métrica de Wigner-Yanase, pontuamos que a primeira produz limites mais
apertados em relação à segunda no caso de dinâmicas unitárias em que o estado inicial comuta
com o final. Quando essa dinâmica deixa de ser unitária, no caso de qubits, destacamos que essa
relação hierárquica não é mais válida, sendo que, no caso de um canal de amortecimento de
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amplitude, a métrica de Wigner-Yanase satura-se em quase toda a esfera de Bloch, mostrando,
nesse caso, sua superioridade em relação à métrica de Fisher quântica para a obtenção de QSLs
geométricos.
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APÊNDICE

A
DEMONSTRAÇÃO DA CARACTERIZAÇÃO
PARA O TENSOR DE AMARI-CHENTSOV

EM P+(X )

Teorema 7. (AY et al., 2017) Atribua a cada conjunto finito não vazio X um campo tensorial 3-
covariante não trivial SX em P+(X ). Se, para cada núcleo de Markov congruente K : X →X ′,
houver a invariância no sentido

SX
ξ
(A,B,C) = SX ′

K*(ξ )

(
dξ K*(A),dξ K*(B),dξ K*(C)

)
, (A.1)

então existe uma constante α ̸= 0 tal que SX = αT X para todo X , onde T X denota o tensor
de Amari-Chentsov em P+(X ).

Demonstração. Sigamos passos análogos aqueles realizados na demonstração de 2. Seja, então,
σ : X → X uma permutação em X e defina

cX :=
1
n ∑

i∈I
δ

i, n := |X |.

Assim, de 2, sabemos que cX é invariante à esquerda por σ e que, dado
Ei :=

(
cX ,δ i − cX

)
∈ TcX P+(X ), com i ∈ J, então

dcX σ*(Ei) = Eσ(i).

Dito isso, para cada i, j ∈ J, com i ̸= j, tome σ a transposição de xi e x j. Calculando, então,
SX

iii (cX ) sob a hipótese da invariância A.1, obtemos

SX
iii (cX ) = SX

cX
(Ei,Ei,Ei)

= SX
cX

(
dcX σ*

(
E j
)
,dcX σ* (Ei) ,dcX σX (Ei)

)
= SX

cX

(
Eσ(i),Eσ(i),Eσ(i)

)
= SX

cX

(
E j,E j,E j

)
= SX

j j j (cX ) =: f̃1(n).
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De forma análoga, calculando SX
iik (cX ) com i ̸= k, temos que

SX
iik (cX ) = SX

cX
(dcX σX (Ei) ,dcX σX (Ei) ,dcX σX (Ek))

= SX
cX

(
E j,E j,Ek

)
= SX

j jk (cX ) =: f̃2(n).

Além disso, para i ̸= j ̸= k ̸= i, observe que os termos SX
i jk(cX ) =: f̃3(n) do tensor SX

cX
coincidem.

Note que, por um lado,

∑
j,k∈J

SX
i jk (cX ) = f̃1(n)+3(n−1) f̃2(n)+(n−1)(n−2) f̃3(n),

enquanto que, por outro,

∑
j,k∈J

SX
i jk (cX ) = ∑

j,k∈J
SX

cX

(
Ei,E j,Ek

)
= ∑

j∈J
SX

cX

(
Ei,E j,∑

k∈J
Ek

)
= 0.

Assim, obtemos que

f̃1(n)+3(n−1) f̃2(n)+(n−1)(n−2) f̃3(n) = 0. (A.2)

Analogamente,
0 = ∑

j∈J
SX

ii j (cX ) = f̃1(n)+(n−1) f̃2(n). (A.3)

Dessa maneira, usando A.2 e A.3, podemos escrever f̃1(n) e f̃2(n) em termos de f̃3(n), respecti-
vamente, como

f̃1(n) =

(
n2 −3n+2

)
2

f̃3(n), f̃2(n) =
(2−n)

2
f̃3(n). (A.4)

Posto isso, temos, para todo

A =

(
cX ,∑

i∈J
aiδ

i

)
,B =

(
cX ,∑

i∈J
biδ

i

)
,C =

(
cX ,∑

i∈ j
ciδ

i

)
∈ TcX P+(X ),

as igualdades

SX
cX

(A,B,C) = ∑
i, j,k∈J

SX
i jk (cX )aibick

= f̃1(n)∑
i∈J

aibici +
(2−n)

2
f̃3(n) ∑

i, j∈J
i̸= j

(
aibic j +aib jci +a jbici

)
+ f̃3(n) ∑

i, j,k∈J
i̸= j ̸=k ̸=i

aib jck,

ou seja,

SX
cX

(A,B,C) = f̃3(n)

(n2 −3n+2
)

2 ∑
i∈J

aibici + f̃2(n) ∑
i, j∈J
i ̸= j

(aibic j +aib jci +a jbici)+ ∑
i, j,k∈J

i̸= j ̸=k ̸=i

aib jck

 ,

(A.5)
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onde o último termo dentro do parênteses computa os termos de SX
cX

com todos os seus índices
distintos. Perceba que

−3n
2 ∑

i∈J
aibici −

n
2 ∑

i, j∈J
i ̸= j

(aibic j +aib jci +a jbici)=−n
2 ∑

i, j∈J
(aibic j +aib jci +a jbici)

=−n
2 ∑

i∈J

(
aibi ∑

j∈J
c j +aici ∑

j∈J
b j +bici ∑

j∈J
a j

)
= 0.

Além disso,

∑
i∈J

aibici + ∑
i, j∈J
i ̸= j

(
aibic j +aib jci +a jbici

)
+ ∑

i, j,k∈J
i̸= j ̸=k ̸=i

aib jck = ∑
i, j,k∈J

aib jck

= ∑
i, j∈J

aib j ∑
k∈J

ck

= 0.

Então, A.5 pode ser reescrita como

SX
cX

(A,B,C) =
n2

2
f̃3(n)∑

i∈J
aibici

=
f̃3(n)

2 ∑
i∈J

aibici
1
n2

=
f̃3(n)

2
T X

cX
(A,B,C).

Vamos, agora, mostrar que f̃3(n) é constante. A partir deste ponto, os argumentos da demonstra-
ção seguem quase que totalmente iguais aos da demonstração do teorema 2. Destacado isso, seja
X̃ = {x̃1, x̃2, . . . , x̃k} conjunto finito não vazio e defina X ′ := X × X̃ . Considere a partição
de X ′ cujos elementos são conjuntos da forma Ai := {(xi, x̃ j) ∈ X ′ | 1 ≤ j ≤ k}. Desse modo,
definimos o núcleo de Markov

K : X → P
(
X ′) , xi ↦→ Ki =

1
k

k

∑
j=1

δ
(i, j),

cujo morfismo induzido é dado por

K* (cX ) =
1
nk ∑

i∈J

k

∑
j=1

δ
(i, j) = cX ′.

Defina, também, E ′
(i, j) :=

(
cX ′,δ

(i, j)− cX ′

)
∈ TcX ′P+(X ′). Então, conforma calculado na

demonstração de 2,

dcX K* (Ei) =
1
k

k

∑
j=1

E ′
(i, j).
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Assim, sendo q,r,s ∈ J com q ̸= r ̸= s ̸= q, temos que

SX
cX

(
Eq,Er,Es

)
=

f̃3(n)
2

T X
cX

(
Eq,Er,Es

)
= f̃3(n).

Consequentemente, utilizando a invariância A.1, obtemos

f̃3(n) = SX ′
cX ′

(
1
k

k

∑
l=1

E ′
(q,l),

1
k

k

∑
r=1

E ′
(r,m),

1
k

k

∑
p=1

E ′
(s,p)

)

=
1
k3

k

∑
l,m,p=1

SX ′
cX ′

(
E ′
(q,l),E

′
(r,m),E

′
(s,p)

)
= f̃3(nk).

Invertendo a função de n e k, obtemos f̃3(k) = f̃3(nk) = f̃3(n), de forma que fica mostrado que
f̃3 é independente da cardinalidade de X . Além disso, da não trivialidade de SX , temos que
f̃3(n)

2 ̸= 0. Denotando f3(n)
2 por α , vamos estender a igualdade SX = αT X para todos os pontos

de P+(X ). Para tal, considere ξ ∈ P+(X ) cujas coordenadas na base canônica de S (X )

são racionais, isto é,

ξ = ∑
i∈J

ki

n
δ

i, ∑
i∈J

ki = n.

Sejam, também, X̃i conjuntos de cardinalidade ki, com i ∈ J, e que denotaremos por
X̃i := {x̃i

1, x̃
i
2, . . . , x̃

i
ki
}. Desse modo, defina o conjunto

X ′ :=
n⋃

i=1

(
{xi}× X̃i

)
e considere o núcleo da Markov

K : X → P+(X
′), xi ↦→

1
ki

ki

∑
j=1

δ
(i, j). (A.6)

Por 2, sabemos que

K*(ξ ) = cX ′.

Assim, dado A =
(
ξ ,∑i∈J aiδ

i) ∈ P+(X ), temos que

dξ K*(A) = (cX ′,K*(a)) =

(
cX ′,∑

i∈J

ki

∑
j=1

ai

ki
δ
(i, j)

)
.

Aplicando mais uma vez a invariância 3.6, obtemos, para todo

A =

(
ξ ,∑

i∈J
aiδ

i

)
,B =

(
ξ ,∑

i∈J
biδ

i

)
,C =

(
ξ ,∑

i∈J
ciδ

i

)
∈ P+(X ),

que
SX

ξ
(A,B,C) = SX ′

K*(ξ )

(
dξ K*(A),dξ K*(B),dξ K*(C)

)
= αT X ′

cX ′

(
dξ K*(A),dξ K*(B),dξ K*(C)

)
= α ∑

i∈J
n2 ai

ki

bi

ki

ci

ki
ki

= αT X
ξ

(A,B,C).
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Devido ao fato de A.6 sempre poder ser construído para todo ξ ∈ P+(X ) com coordenadas
racionais, temos que a sequência de igualdades acima é verdadeira para todo ξ nessas condições.
Como SX e αT X coincidem nesses pontos e como Q é denso em R, temos que SX =αT X .
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